GRUPOS DE ISOMETRIAS

1 Introducao

Quando estudamos certos tipos de estrututras (algébricas, topoldgicas, métricas, etc.) estamos
particularmente interessados nas simetrias, que sao aplicagoes bijetoras que "preservam a es-
trutura”. Ferramentas de natureza algébrica sao largamente utilizadas no estudo de simetrias,
uma vez que o conceito de grupo aparece naturalmente neste estudo. Temos, por exemplo,
os grupos de automorfismos, para estruturas algébricas, os grupos de homeomorfismos, para
espacos topoldgicos, e os grupos de isometrias, para espacos métricos. Como a idéia de simetria
aparece em varios ramos da ciéncia, o seu estudo é algo de grande importancia.

Sendo M um espaco métrico, define-se uma isometria de M como sendo uma bijecao de M
em M que preserva distancia. Observa-se facilmente que a composta de duas isometrias e a
inversa de uma isometria ainda sao isometrias, e assim o conjunto das isometrias de M, munido
da operacao de composicao de fungoes, é um grupo. Surge portanto o conceito de grupo de
isometrias de um espago métrico

Neste minicurso faremos um estudo introdutério da idéia de grupo de isometrias, através
de uma abordagem algébrica. Comecaremos relembrando os conceito de espaco métrico e
isometria, e depois definiremos grupo de isometrias e apresentaremos propriedades basicas e
alguns exemplos importantes. Nesses exemplos veremos a aplicacao de técnicas algébricas
basicas e o conceito de produto semidireto de grupos. Por fim, veremos a idéia de isometria de

um espaco vetorial munido de uma forma bilinear.

2 Espacgos métricos e isometrias

Definigao 2.1 Definimos um espago métrico como sendo um par (M,d), onde M é um con-
Junto nao vazio e d: M x M — IR € uma aplicacdo que satisfaz as sequintes condigoes:

i) d(z,y) > 0 para quaisquer x, y € M;

it) d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y;

i11) d(x,y) = d(y, x) para quaisquer x, y € M;

w) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) para quaisquer z, y, z € M (desigualdade triangular).

Sendo M um conjunto nao vazio, uma aplicacao d : M x M — IR que satisfaz as condigoes
(1), (i7), (4i7) e (iv) da defini¢ao acima é dita ser uma métrica em M. Assim, um espago métrico
¢ um conjunto (ndo vazio) munido de uma métrica. Vamos denotar (M, d) simplesmente por

M, ficando a métrica subentendida.



Exemplo 2.2 Considerando a aplicac¢ao d : IR x IR — IR definida por d(z,y) = |z — y| temos
que d é uma métrica, chamada de métrica usual de IR. Estabelecendo-se uma correspondéncia
biunivoca entre os nimero reais e os pontos de uma reta, temos que d(x,y) é exatamente a

distancia entre os pontos correspondentes aos ntimeros reais = e y.

Exemplo 2.3 Considere o conjunto IR* = {(z,y) | =,y € IR}. A aplicagao d : IR* x IR*> — IR,
definida por

d((w1, 1), (22,92)) = V(@1 = 22)* + (1 — 92)?

¢ uma métrica, chamada de métrica usual de JR?. Considerando num plano um sistema de coor-
denadas cartesianas (ou seja, interpretando o IR? como um plano), temos que d((x1,v1), (T2, Y2))

¢ exatamente a distancia entre os pontos P(z1,y1) e Q(x2,ys).

Exemplo 2.4 Dado M um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos, fixemos A €
IR — {0} e consideremos a aplicagao dy : M x M — IR definida por

d(z,y) = 0 ,sex=y
= A ,sexFy

Temos que dy é uma métrica em M.

Exemplo 2.5 Sejam A um anel comutativo com unidade e m um ideal de A tal que (),—, m*
(vamos convencionar que m® = A). Para cada a € A — {0}, tomemos vy(a) = max{k € Ny |
a € mF} (onde Ny = NU {0}). Considere agora a aplicacdo dy, : A x A — IR definida da
seguinte forma
dm(x,y):{o ,sexr =1y
exp(um(z —y)) , sex F#y

Temos que d,, é uma métrica em A, chamada de métrica m-ddica.

Exemplo 2.6 Sejam M um espago métrico e d a sua métrica. Se S é um subconjunto nao
vazio de M, temos que a restricao de d : M x M — IR ao conjunto S x S é uma métrica
em S, chamada de métrica de S induzida por d. Dizemos entao que S, munido desta métrica

induzida, é um subespaco métrico de M.

Definicao 2.7 Sejam M um espaco métrico e X um subconjunto nao vazio de M. Dizemos
que X € um subconjunto limitado se existe ¢ € IR tal que d(z,y) < ¢ para quaisquer x, y € X.

Neste caso definimos o diagmetro de X, denotado por diam(X), como sendo

diam(X) = sup{d(z,y) | x,y € X}.



Definigao 2.8 Sejam M e M, espagos métricos (denote suas métricas por d e dy, respectiva-
mente. Sendo f: M — My uma func¢ao, dizemos que f é:

a) Continua em xo € M se dado € > 0 existe § > 0 tal que para x € M e d(x,xo) < & tem-se
di(f(z), f(zo)) <e

b) f € uma funcao continua se € continua em todo x € M

c) [ € uma imersao isométrica se di(f(z), f(y)) = d(z,y) para quaisquer x, y € M.

Costumamos dizer que imersoes isométricas sao aplicacoes que “preservam distancia”. Nao
é dificil ver que toda imersao isométrica é uma funcao continua e injetora. Definimos uma
1sometria como sendo uma imersao isométrica sobrejetora. Assim, uma isometria é uma bijecao
que preserva distancia. Quando existe alguma isometria entre dois espagos métricos, dizemos
que esses espacos Sao ISOMELTicos.

Neste trabalho estamos particularmente interessados em isometrias de um espaco métrico
nele mesmo. Sendo M um espago métrico, chamaremos uma isometria f : M — M simples-
mente de isometria de M. Vamos denotar por I'som(M) o conjunto de todas as isometrias do

espaco métrico M.

Exemplo 2.9 Sendo M um espaco métrico é facil ver que a aplicacao identidade de M é uma
isometria. Assim, o conjunto Isom(M) nunca é vazio. Veremos exemplos de espagos métricos

cuja Unica isometria ¢ a identidade, e de espacos métricos que possuem outras isometrias além

da identidade.

Exemplo 2.10 Considere o espago métrico (M, d,), onde dy é a métrica definida no Exemplo
2.4. Dados f: M — M uma aplicacao bijetora qualquer e z, y € M, distintos, observe que
f(z) # f(y) e assim dy(f(x), f(y)) = A = d\(z,y). Logo, f é uma isometria e dai concluimos
que Isom(M,dy) = Sy.

Por outro lado, considere M um espa¢o métrico tal que toda bijecao de M em M (per-
mutagao de M) é uma isometria do espago métrico M. Dados z1, z2, Y1, y2 € M, com x1 # x5
e Y1 # Yo, sabe-se que existe f € Sy tal que f(x1) = y1 e f(x2) = yo. Como f é uma isometria,
temos d(x2,y2) = d(f(x1), f(y1)) = d(x1,y1). Segue entao que deve existir A € IR — {0} tal que
d=d,.

Exemplo 2.11 Sejam M um conjunto finito qualquer com pelo menos 3 elementos e

0: M x M — IR uma aplicagao qualquer satisfazendo as seguintes condigoes:

i) 0(z,x) =0e d(x,y) = 6(y, x) para quaisquer z, y € M;

ii) 1/2 < §(z,y) < 1 para quaisquer z, y € M distintos;

iii) Se x1, T2, Y1, Y2 € M, com x1 # y1, X2 # Yo € {x1,y1} # {x2,y2}, entdo d(x1,y1) # 5(x2, ya).
Nao ¢ dificil ver que § é uma métrica. Observe que a desigualdade triangular (condigao (iv)

da Defini¢ao 2.1) é consequéncia da condigao (ii) acima.
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Provemos agora que Isom(M,0) = {Idy}. De fato, supondo, por contradi¢ao, Idy #
f € Isom(M), tomemos x € M tal que y = f(z) # x. Como §(f(z), f(y)) = o(z,v),
segue da condigao (iii) acima que f(y) = z. Tomando agora z € M — {z,y}, temos que
d(z,z) = o0(f(x), f(2)) = d(y, f(2)) e, novamente pela condicao (iii), {z,z} = {y, f(2)}, o que
¢ uma contradigao, pois y # x e y # z. Logo, devemos ter Isom(M,d) = {Idy}.

Exemplo 2.12 Considere o conjunto IR munido de sua métrica usual (veja o Exemplo 2.2).
Sendo a € IR e n = %1, tomemos f, , : IR — IR definida por f, ,(z) = nz +a. E facil ver que
fna € Isom(IR).

Por outro lado, considere f € Isom(IR) ¢ a = f(0). Temos entao que |f(z) —a| = |z| e
consequentemente f(x) = +x + a para cada = € IR. Supondo que existem x1, 5 € IR — {0}
tais que f(z1) = 21 + a e f(72) = —z2 + @, temos que |z1 — 22| = |f(21) — f(22)] = |21 + 22},
0o que nao pode acontecer, uma vez que xi e Tp sao ambos nao nulos. Logo, devemos ter
f(z) = z + a para todo z € IR, ou f(x) = —x + a para todo x € IR. Segue entdo que
Isom(R) = {fna | n= =1, a € R}.

Exemplo 2.13 Considere A um anel comutativo com unidade, m um ideal prérpio de A e dy,
a métrica definida no Exemplo 2.5. Para cada a € A, considere a aplicacao f, : A — A
definida por f,(z) = = + a para todo xz € A. Para cada a € U(A) (conjunto dos elementos
(multiplicativamente) inversiveis de A), considere a aplicagao g, : A — A definida por g,(x) =
axr para todo x € A. Nao é dificil ver que f, € Isom(A,dy), para todo a € A, e que g, €
Isom(A,dy), para todo a € U(A).

3 Grupos, subgrupos e produto semidireto

A partir desta secao, é necessario que o leitor conhega os conceitos de grupo, homomorfismo e
isomorfismo de grupos, e esteja familiarizado com suas notacoes e propriedades bésicas. Sendo
G um grupo recordemos que um subgrupo de G é um subconjunto nao vazio H de G tal que
vy, 7' € H (ou x +vy, —x € H, se o grupo G tiver notacdo aditiva) para quaisquer z,
y € H. Observemos que nestas condigoes H é por si um grupo, cuja operagao ¢ a operacgao de
G (restrita a H). Dizemos que H é um subgrupo normal de G se g~'hg € H para quaisquer
geGeheH.

Neste trabalho, os grupos lineares serao particularmente de grande importancia. Sendo V'
um espago vetorial, considere o conjunto GL(V) de todas as transformagoes lineares
T :V — V (operadores lineares sobre V') bijetoras. E um fato bem conhecido da Algebra
Linear que se T, S € GL(V), entao T o S e T~! também pertencem a GL(V). Logo, GL(V),
munido da composi¢ao de fungoes, é um grupo, chamado de grupo linear sobre V.

Dados n € N e K um corpo, seja GL,(K) o conjunto de todas as matrizes n X n inversiveis

(determinante nao nulo) com entradas em K. Observe que GL,(K) é fechado em relagdo ao
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produto de matrizes e, munido desta operacao, é um grupo, chamado de grupo linear de grau
n sobre K. E um fato bem conhecido que se V' é um K-espaco vetorial de dimensao n, entao
GL(V) é isomorfo a GL,(K).

Dizemos que uma matriz A € GL,(K) é it ortogonal se A~! = A’. Denotando por O,(K)
o conjunto de todas as matrizes ortogonais de GL,(K), observa-se que I, € O,(K) (onde I,
é a matriz identidade n x n) e assim O, (K) é ndo vazio. Usando-se propriedades de matriz
inversa e matriz transposta, mostra-se facilmente que O,,(K) é fechado em rela¢ao ao produto e
a inversao de matrizes. Logo, O, (K) é um subgrupo de GL,(K), chamado de grupo ortogonal

de grau n sobre K.

Definicao 3.1 Sejam G um grupo e H e N subgrupos de G. Dizemos que G € o produto
semidireto de N por H se G = NH, HNN = {e} (onde e denota o elemento neutro do grupo
G)e N <@G.

Notagoes: G=NxH e G=H x N.

Sendo G um grupo e H e N subgrupos de G tais que G = N x H, temos que cada elemento
de G se escreve da forma nh, com n € N e h € h. Ademais, esta expressao ¢ tnica, pois se n,
ny € N e h, hy € H sao tais que nh = nihy, entao nl_ln = hih~tedal hih™' € HN N. Segue

entao que h; = h e assim n; = n.

Exemplo 3.2 Seja G um grupo abeliano. Considere o produto cartesiano DG = {1, -1} x G

e a operacao “*” em DG definida por
(n,a) * (m,b) = (nm,b"a).

Temos que DG, munido desta operacgao, é um grupo, cujo elemento neutro é (1,e). Observe
que se (n,a) € DG, entao (n,a)™! = (n,a™).

Observe que N = {(1,a) |a € G} e H = {(1,¢),(—1,e)} sdo subgrupos de G. Ademais, N
¢ isomorfo a G e DG =N x H.

Considerando agora M um espago métrico e o conjunto Isom (M) de todas as isometrias de
M, ja vimos na segao anterior que Isom(M) é um conjunto nao vazio. Ademais, como toda
isometria é bijetora, temos que Isom(M) C Sy, onde Sy denota o grupo simétrico (ou grupo

das permutagoes) sobre M. Sendo f, fi € Isom(M) temos que

d((fro f)(@), (fro ) = d(fi(f(x)), L(f()) = d(f(2), [(y)) = d(z,y)

para quaisquer x, y € M, e assim fy o f € Isom(M). Ademais,

d(z,y) = d(f(f~' (@), F(f7 (W) = d(f (@), [ (¥)
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para quaisquer x, y € M, donde f~' € Isom(M). Assim, Isom(M) é um subgrupo de
Sur, chamado de grupo das isometrias do espago métrico M. Observe entao que o grupo das
isometrias de M é o conjunto Isom(M) munido da composigao de funcoes. Segue do Teorema
de Lagrande que se M ¢ finito com exatamente n elementos, entao o niimero de isometrias de

M é um divisor de n! .

Proposicao 3.3 Se M e M; sao espagos métricos isométricos, entao Isom(M) e Isom (M)

sao grupos isomorfos.

Demonstracao. Sendo M e M; espacgos isométricos, tomemos h : M — M; uma isometria e

definamos
w: Isom(M) — Isom(M)

o e(f)=hofoh™

Observando que a composta de isometrias e a inversa de uma isometria ainda sao isometrias,

nao é dificil ver que ¢ é uma aplicacao bem definida. Ademais, ¢ é isomorfismo de grupos. [J

Exemplo 3.4 Sendo M um espago métrico e X um subconjunto nao vazio de M, temos que
o conjunto G = {f € Isom(M) | f(X) = X} é um subgrupo de Isom(M). Dizemos que G é o
subgrupo de Isom(M) que preserva X .

Exemplo 3.5 Considere o espago métrico M = {x,y, z,t}, cuja métricad : M x M — IR é
definida por

dw,7) = d(y,y) = d(z 2) = d(t,)) =0, d(w,y) = d{y,2) = d(z,t) = d(t,5) =3 .
d(z,z) = d(z,x) = d(y,t) =d(t,y) =4 e d(z,t) =d(t,z) = d(y, z) = d(z,y) = 5.
Observe que Isom(M) é um grupo isomorfo ao grupo de Klein.

Exemplo 3.6 Considere o espago métrico IR, cuja métrica é a usual. Sendo (IR, +) o grupo
aditivo dos reais, temos que a aplicacao
¢: D(R,+) — Isom(IR)
<n7 a) — QO(’II, CL) = fn,a

¢ um homomorfismo injetivo de grupos. Além disso, do que foi visto no Exemplo 2.12 segue a

sobrejetividade, e assim concluimos que ¢ é um isomorfismo.



4 Espacos vetoriais normados
Em toda esta secao, V' denotara sempre um espaco vetorial real.

Definicao 4.1 Definimos uma norma em V' como sendo uma aplica¢ao

Ve — Ry

vo— |l

que satisfaz:

a) Se v # Oy, entao ||v|| # 0.

b) || M| = [Al||v]| para quaisquer v € V e X € IR.

¢) ||lu+ vl <|lul| + ||v|| para quaisquer u, v € V' (desigualdade triangular).

Definimos um espago vetorial normado como sendo um par (V.|| ||), onde V' é um espaco
vetorial e || || ¢ uma norma em V. Em geral vamos denotar o espago vetorial normado (V|| ||)
simplesmente por V| ficando a norma subentendida.

Nao ¢ dificil ver que ||Oy| =0 e que || — v|| = ||v|| para todo v € V.

Exemplo 4.2 Considerando o espaco vetorial real IR? e a aplicacao

- m — Ry

v=(2,y) — || =22 +y>

temos que || || é uma norma, chamada de norma usual de IR?.

Exemplo 4.3 Um produto interno em V é uma aplicagao

<>: VxV — R

(u,v) +— <u,v>

que satisfaz:

i) <u+v,w>=<u,w>—+ <v,w> para quaisquer u, v, w € V;
i) <Au,v> = X <u,v> para quaisquer u, v € V e X € K;

i) <u,v> = <wv,u> para quaisquer u, v € V;

iv) <wu,u> > 0 para todo u # Oy.

Sendo <, > : V x V — IR um produto interno em V', definimos a aplicacao

v — Ry
vo— )| = /<o 0>



Usando propriedades de produto interno, mostra-se facilmente que || || é uma norma em V,

chamada de norma proveniente do produto interno <,>. Nao é dificil ver que
lu+ vl + [lu = v]|* = 2[jul|* + 2[|v]|*

para quaisquer u, v € V', sendo esta igualdade chamada de Lei do Paralelogramo. No proximo

exemplo veremos uma norma que nao € proveniente de nenhum produto interno.

Exemplo 4.4 Considere o espaco vetorial real IR? e a aplicacio

Hs: R — Ry
v=(z9) — |vls=lz]+y]

Temos que esta aplicacdo é uma norma em IR? e que nao é proveniente de nenhum produto
interno. Para verificar isto, basta ver que || ||s ndo satisfaz a Lei do Paralelogramo. De fato,
tomando v; = (2,1) e vo = (—1,1), verifica-se facilmente que ||v; + vo|* + ||v1 — vo|* #
2[onl]* + 2ffv2|*.

Considere V' um espaco vetorial normado. Definindo

d: VxV — IR

(u,v) +— d(u,v) = |jlu—1|

)

temos que d é uma métrica em V', chamada de métrica induzida pela norma || ||. Segue entao
que todo espago vetorial normado é naturalmente um espago métrico.

Observe que nem toda métrica definida em algum espaco vetorial é induzida por alguma
norma. A métrica d) do Exemplo 2.4 (considerando M = V' espago vetorial) ndo é induzida
por nenhuma norma. Nao é dificil de verificar que uma condicao necessaria e suficiente para
que uma métrica d em V seja induzida por uma norma é que d(Au, A\v) = |A|d(u,v) e d(u,v) =
d(u+ w,v + w) para quaisquer u, v, w € Ve A € K.

Vamos agora estudar as isometrias dos espacos vetoriais normados.

Proposicao 4.5 Sejam V' um espaco vetorial normado e f : V. — V uma aplica¢ao linear.
Entao valem:

a) f € uma isometria se, e somente se, || f(v)| = ||v|| para todo v € V.

b) Se || || € proveniente de um produto interno, entdo f € uma isometria se, e somente se,
< f(u), f(v)> = <u,v> para quaisquer u, v € V.

Demonstracao. a) Supondo f uma isometria, como f(0y) = Oy temos

If ()]l = d(f(v), f(Ov)) = d(v,0v) = [|v]



para todo v € V. Reciprocamente, supondo || f(v)|| = ||v|| para todo v € V| temos

d(f(u), f(v)) = [If (w) = F)| = [[f (v =0 = [lu— ]| = d(u, v)

para quaisquer u, v € V. Logo, f é uma isometria.

b) Supondo < f(u), f(v) > = < u,v > para quaisquer u, v € V, temos particularmente
If)* = < f(v), f(v) > = < v,v > = ||v]|* e assim segue, pelo {tem (a), que f é uma
isometria. Reciprocamente, supondo que f ¢ uma isometria, temos || f(u +v)|* = ||u + v|?, ou
seja, < f(u+v), f(u+v)> = <u+v,u+ v> para quaisquer u, v € V. Assim,

IF@)I* +2 <f(u), f(0) > +IF @I = l[ul® + 2 <u,v> +]v]?,
donde < f(u), f(v)> = <u,v>, uma vez que || f(v)|| = [|v]| e [[f(u)]| = [Jull. O

Exemplo 4.6 Sejam V' um espacgo vetorial normado e d a métrica induzida pela norma de V.
Para cada vy € V, consideremos a aplicagao T, : V — V, definida por T, (u) = u + vy para

todo u € V. Observe que T, ¢ bijetora e que
(T (1), Tog (v) = T (w) = Top (v) || = [Ju + 00 = (v + o) || = [Ju = vl| = d(u, v)
para quaisquer u, v € V', e assim T, € Isom(V). T,, é chamada de transla¢ao por vy.

Proposicao 4.7 Sejam V um espaco vetorial normado e X um subconjunto ndao vazio e limi-
tado de V. Se f € uma transla¢ao de V' tal que f(X) = X, entao f = Idy.

Demonstra¢ao. Suponhamos por contradi¢ao que f # Idy, ou seja, que existe, ug € V — {0y}
tal que f(v) = v + up para todo v € V. Fixemos zy € X e consideremos o conjunto X,, =
{te R | xog+tuy € X}. Como X ¢é limitado, temos X,,, deve ser limitado. Sendo a = sup X,,,
tomemos t € X, tal que a — 1/2 < t; < a. Como f(X) = X, temos

Ty + (tl + 1)“0 = f(iL'o + tluo) e X
edai t; +1 € X,,, o que é um absurdo, pois ¢; + 1 > a. Temos entao o resultado. U
Sendo V' um espago vetorial normado, considere o subconjunto 7 (V') de todas as translagoes
de V. Para quaiquer u, v € V, temos que T, o T}, = Tyyp e Tt = T, donde 7 (V) é um
subgrupo de Isom(V), chamado de grupo das translagées de V. Ademais, se f € Isom(V),

entdo f~' o T, o f = Tj-1(), € assim 7 (V) é um subgrupo normal de Isom(V). Observe que,

sendo (V,+) o grupo aditivo do espago vetorial V', a aplicagao

v (Vi+) — T(V)

U — T,
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¢ um isomorfismo de grupos.

Consideremos agora ZL(V) = {f € Isom(V) | f é linear}. Observando que a composta
de duas transformagoes lineares e a inversa de uma transformacao linear (bijetora) sdo ainda
transformagoes lineares, concluimos que ZL(V') é um subgrupo de Isom(V'), chamado de grupo
das isometrias lineares de V. Observe que se f € ZL(V), entdao f(0y) = 0y, donde segue que
IL(V)NT(V)={Idy}, pois a tnica translacdo que fixa o vetor nulo ¢ a identidade.

Veremos agora que a condigao de fixar o vetor nulo caracteriza as isometrias lineares de um

espago vetorial normado.

Lema 4.8 Sejam V um espacgo vetorial real normado e f:V — V uma funcdo continua tal

que f(u+v) = f(u)+ f(v) para quaisquer u, v € V.. Entao f é uma transformacao linear.

Demonstragao. Devemos apenas mostrar que f(tv) = tf(v) para quaisquer t € R e v € V.
Temos f(Oy) + f(Oy) = f(Oy + 0y) = f(Oy) e assim f(0y) = Oy. Dai segue que se v € V,
entdo Oy = f(v+ (—v)) = f(v) + f(—v) e consequentemente f(—v) = —f(v) para quaisquer
v € V. Usando a hip6tese f(u+v) = f(u)+ f(v), a dltima igualdade e indugao, concluimos que
f(nv) = nf(v) para todo n € Z. Supondo agora m, n € Z, com n > 0, temos nf((m/n)v) =
f(mwv) = mf(v) e consequentemente f(rv) =rf(v) para quaisquer r € Qe v € V.

Fixemos agora v € V, arbitrario, e consideremos a aplicacao h, : IR — IR definida por
hy(t) = || f(tv) — tf(v)||. Como f é continua, temos que h, é continua. Ademais, h,(r) = 0
para todo r € Q. Segue entao que h, é constante igual a 0, uma vez que o conjunto QQ é denso
em IR. Segue que f(tv) = tf(v), o que conclui a demonstragao, uma vez que v foi tomado

arbitrario. O

Teorema 4.9 (Mazur-Ulam) Sejam V' um espaco vetorial real normado e f uma isometria
de V tal que f(Oy) = 0y. Entao f € linear.

Demonstracao. Fixados vy, vy € v, arbitrarios, consideremos o conjunto
Ag = Ao(v1,v2) = {u € V| |lor —ul| = [lva — ul| = (1/2)[|vr — val[}-

Tomando vy = (1/2)(v1 + v2), temos v; —vg = vy — vy = (1/2)(v; —v2) e assim vy € A. Observe

que para quaisquer ui, us € Ay temos
[ = ua|| < lJur = vill + flor = wal| < flor —val],

e assim diam(Ap) < ||vi—wvs||. Ademais, se u € A, entao (2v9—u)—v; = vo—u e (2ug—u) —vy =
v — u, donde 2vy — u € Ay. Segue dai que 2||vg — u|| = [|(2vg — u) — u|| < diam(Ay) e assim
|lvo — ul| < (1/2)diam(Ap). Definindo agora

Ay = A1(vy,v9) ={w € Ag | ||lw — u|| = (1/2)diam(Ay),Y u € Ay}
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observamos primeiramente que A; C Ay e vy € A;. Ademais, tomando w € A; e u € Ay,
arbitrarios, como (2vy —w) —u = (2v9 — u) — w, temos ||(2vy — w) — u|| < (1/2)diam(Ay), uma
vez que 2vy — u € Ap. Logo, 2vg —w € A;.

Supondo agora wy, we € A; temos que |w; — ws|| < (1/2)diam(Ay), pois ||wy — ull
(1/2)diam(Ap) para todo u € Ag, e wy € Ay (lembrando que A; C Ag). Logo, diam(A;)
(1/2)diam(Ay).

Consideremos agora

<
<

A2 = AQ(’Ul,’UQ) = {IU - Al | ||U} — UH = (1/2)dzam(A1),‘v’ u € Al}

E imediato que Ay C Ay e que diam(Ay) < (1/2)diam(4,), pois ||w — wy| < (1/2)diam(A;)
para quaisquer w € Ay e wy; € A;p, particularmente se w; também pertence a A,. Tomando
agora w € Ay e u € Ay, arbitrarios, como (2vg —w) —u = (2vg —u) —w, temos ||(2vy —w) —ul| <
(1/2)diam(A;), uma vez que 2vg — u € A;. Logo, 2vy — w € As.

Seguindo com esta idéia e supondo ji definido o conjunto A, = A, (v1,v2), 0 qual satisfaz
A, C A, q, vg € Ay, diam(A,) < (1/2)diam(A,—1) e 2v9 — w € A, para todo w € A,,
definimos

A=A ={we A, | ||w—ul| = (1/2)diam(A,),V u € A,}.

Claramente A,, ;1 C A, e, analogamente ao que foi feito acima, tem-se vy € A, 41, diam(A, 1) <
(1/2)diam(A,)) e 2v9p — w € A,4; para todo w € A,4. Temos entdo uma sequéncia de
subconjuntos de V'

Ay DA DA D ... DA D Apit D ...

tais que vy € A, para todo n € Nyg. Como lim diam(A,) =0, temos () —, A, = {vo}-

Sendo f uma isometria, temos Ag(v1,v2) = Ao(f(v1), f(v2)). Segue entao, por indugao, que
f(An(vi,v2) = Ap(f(v1), f(v2)) para todo n € N. Logo,

f (ﬂ An(m,Uz)) = [ F(An(vr,02)) = () Au(f (1), F(02)),

ou seja, f((1/2)(vy + v2)) = (1/2)(f(v1) + f(v2)), para quaisquer vy, vo € V. Particularmente,
tomando vy = Oy, temos f((1/2)v1) = (1/2)f(v1) para todo v; € V. Segue entao que f(v; +
v9) = f(v1) + f(vg) para quaisquer vy, v € V. Observando agora que toda isometria é uma

funcao continua e usando o lema anterior, concluimos a demonstracao. U

Corolario 4.10 Sejam V um espago vetorial real normado, entao Isom (V') € o produto semidi-
reto de T (V') por ZL(V').

Demonstragao. Como jé sabemos que 7 (V) NZL(V) = {Idy} e que 7(V) é um subgrupo

normal de Isom(V'), resta mostrar que toda isometria de V' é a composta de uma translacao
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com uma isometria linear. De fato, sendo f € Isom(V) e a = f(Oy), considere g = T_, o f.
Observe que g é uma isometria de V' tal que g(0y) = Oy, donde g é uma isometria linear de V.

Logo, f =T, o g é a composta de uma translacao com uma isometria linear. U

Exemplo 4.11 (Isometrias do plano) Considere o espago vetorial real IR? e o seu produto

interno canonico <, >: IR? x IR> — IR, o qual é definido por

<(x1,22), (Y1,42) > = T1y1 + T2y

Observe que a norma usual de IR? (veja o Exemplo 4.2) é exatamente a norma proveniente
deste produto interno. Observe também que a métrica induzida por esta norma é exatamente
a métrica d definida no Exemplo 2.3. Denotando o espago métrico (IR?,d) simplesmente por
IR%, vamos descrever o grupo ZL(IR?). Sendo f € GL(IR?), tomemos a, b, ¢, d € IR tais que

f(z,y) = (ax + by, cx + dy), ou seja,
a b
0 (21

onde [f] denota a matriz de f em relagao a base candnica de IR?. Como foi mostrado na

Proposicao 4.5, f € Isom(IR?) se, e somente se, || f(v)]|? = ||v||* para todo v € IR?, ou seja,
(a® + *)2® + 2(ab + ed)zy + (b* + d*)y?* = 2® +
para quaisquer x, y € IR. Esta ultima afirmagao equivale a
A+ =0 +d*=1 e ab+ecd=0 (1)

e assim concluimos que f € I'som(IR?) se, e somente se, [f] € Oz(IR).
Vamos agora caracterizar o grupo Oy(IR). Segue de (1) que existe 6 € IR tal que a = Cos?
e c = Send. Além disso, a®b? + c?b* = b* e dai, como ab = —cd, * = 2(b* + d*) = b*. Logo,

b = +c. Temos entao que

Ou(IR) = Cosf —nSen 'HEZR,n:jzl '
Senf nCost

Sabe-se que C* = C — {0}, munido da multiplicacao usual de nimeros complexos, é um
grupo (o grupo multiplicativo dos nimeros compexos), ¢ que C' = {z € C | |z| = 1} é um
subgrupo de C*.

(I DC — Os(IR)

b
(n,a+bi) — P(n,a+bi)= ( “on )
-b na
¢ um isomorfismo.

12



Exemplo 4.12 Considerando o subconjunto S = {(z,|Sen z|) | x € IR} do plano, vamos
descrever o grupo G = {g € Isom(IR*) | g(S) = S}. Sendo p, 7 : IR? — IR?, definidas
por p(z,y) = (—z,y) e 7(x,y) = (x + 7, y), verifica-se facilmente que p, 7 € G;. Tomando
g € G, temos g = T,, o f, com vg = (a,b) € R* e f € IL(IR?). Como ¢(S) = S, devemos ter
f(S)=T_,,(S) € R x [-b,1 —b], uma vez que S C IR x [0,1]. Do exemplo anterior sabemos

que
] = Cost)  Sent
~\ —kSen® kCost
onde § € R e k = +£1. Como (nm,0) € S, temos que (nrCos 0, —knmSen #) € S para todo

n € Z, e dai devemos ter Sen# = 0. Segue entao que [f] é uma das seguintes matrizes

) )0 = (0 a) e

Supondo que [f] seja igual uma das duas ltimas, temos f(z,y) = (a + x,b — |Sen z|) ou
f(x,y) = ((l - va - |S€7’LJ]|)

Exemplo 4.13 Considere a fungao h : IR — IR definida por h(z) = (x —n)? paran < z <
n+lenéeZ eSS ={(z,h(x)) | x € R} (grafico de h). Vamos agora descrever o grupo
Gy = {g € Isom(IR?) | g(S;) = Si}. Primeiramente, observe que a aplicacio ¢ : IR*> — IR?
definida por ¢(z,y) = (z + 1,y), pertence ao grupo Gy, e assim {¢" | n € Z} C G;. Mostremos
agora que Gy = {¢™ | n € Z}. Usando um raciocinio analogo ao do exemplo anterior podemos
mostrar que se g € Gy, entdo g = T, o f, onde vy = (a,b) e f é uma isometria linear tal que

[f] é uma das matrizes de (2).

Exemplo 4.14 Considerando no espago vetorial real IR? a norma ||||s, definida no Exemplo

4.4, vamos descrever o grupo ZL(IR?,||||s). Tomando
10 1 0 -1 0 -1 0
G = ) Y Y Y (3)
01 0 -1 0 1 0 -1
01 0 1 0 -1 0 -1
1ro)'\-1t0)'\1 0 )\ -1 0

temos que G é um subgrupo de GL,(IR) isomorfo ao grupo D,. Sendo f € GL(IR?), nao é
dificil ver que se [f] € G, entao f € ZL(IR?, ||||s)-

Supondo agora f € ZL(IR?, ||||,), tomemos a, b, ¢, d € IR tais que f(z,y) = (ax+by, cx+dy).
Como ||f(v)]|s = ||v]|s para todo v € IR?, considerando particularmente v; = (1,0), vy = (0, 1),

vg = (1,1) e vy = (1,—1), temos as seguintes igualdades:
la| + || = bl +|d| =1 e |a+b|+|c+d =|a—bl+]|c—d =2
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Segue destas igualdades que |a+b|+|c+d| = |a| +b] + |c|+ |d|, e assim, como |a+b| < |a|+ |b|
e |c+d| <|c|+ |d|, devemos ter

la+b=lal+1b] e |c+d|l=|c|+|d

edaf [a—b| < |a+b| e |c—d| < |c+d|. Usando agora a igualdade |a+0b|+|c+d| = |a—b|+|c—d|,
concluimos que |a — b| = |a + b| e |¢ — d| = |c + d|, donde segue que a ou b é igual a 0 e c ou d
é igual a 0. Logo, [f] € G, e assim ZL(IR?,||||,) ¢ isomorfo a G, e consequentemente isomorfo

ao grupo Dy.

5 Isometrias e formas bilineares
Sejam K um corpo e V um K-espaco vetorial.

Definicao 5.1 Seja V' um K-espaco vetorial. Definimos uma forma bilinear sobre V. como
sendo uma aplicacao f:V xV — K que satisfaz as sequintes condigoes:

a) flug +ug,v) = f(ug,v) + f(ug,v) para quaisquer uy, us, v € V;

b) f(u,v1 + ve) = f(u,v1) + f(u,vs) para quaisquer u, vy, vy € V;

c) f(Au,v) = f(u, \v) = Af(u,v) para quaisquer u, v €V e X € K.

Sejam V' um K-espago vetorial de dimensao finita e § = {vq, vy, ..., v,} uma base ordenada

de V. Sendo f : V x V — K uma forma bilinear, considere a matriz

aj; a2 ... Qi
Sa=| L onde ay = (o).
R S
Esta matriz é chamada de matriz de f em relagdo a base 3 e satisfaz f(u,v) = [u]j[f]s[v]s

para quaisquer u, v € V, onde [u]s e [v], denotam as matrizes-coluna de coordenadas de u e v,
respectivamente, em relagao a base (3.

Considere agora v uma base ordenada qualquer de V. Sabemos que a matriz de mudanca
de base de y para (3, denotada por [I]}, é uma matriz inversivel e satisfaz [v]s = [I]}[v], para

todo v € V. Dados u v € V, temos que

flu,v) = [Wi[fly[vly e flu,v) = [ul3(f]slv]s = [ul5 (15 [f1sT5l0],-

Como u e v sao arbitrdrios, devemos ter [f], = ([I]})'[f]s[I]}- Segue da tltima igualdade que

[f]p é inversivel se, e somente se, [f], é inversivel.
Sendo dim V finita e f : V X V — K uma forma bilinear, dizemos que f é nao-degenerada

se [f]p € inversivel para alguma (e consequentemente para toda) base 5 de V.
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Definigao 5.2 Seja (V, f) um K-espago vetorial munido de uma forma bilinear. Definimos
uma isometria de (V, f) como sendo um operador linear bijetor entao T : V. — V tal que
f(T(u), T(v)) = f(u,v) para quaisquer u, v € V.

Exemplo 5.3 Observe que se f é uma forma bilinear qualquer sobre V', entao Idy é uma
isometria de (V, f).

Exemplo 5.4 Sendo V um espaco vetorial real de dimensao finita e <,> : V x V — IR um
produto interno em V| verifica-se que <, > é uma forma bilinear nao-degenerada. Observe que
as isometrias de (V, <,>) sao exatamente as isometrias do espago vetorial normado (V|| ),

onde || || é a norma de V proveniente do produto interno <, >.

Sendo (V, f) um K-espago vetorial munido de uma forma bilinear, considere o subconjunto
Isom(V, f) ={T € GL(V) | T é isometria de (V, f)} do GL(V'). Pelo Exemplo 5.3 temos que
Isom(V, f) é ndo vazio. Ademais, se T', S € Isom(V, f), entao

FUST)(u), (ST)(v)) = [(S(T(w)), S(T(v)) = f(T(w),T(v)) = f(u,v)

para quaisquer u, v € V. Ademais,

AT ), T (v)) = f(T(TH(w)), T(T~H(v))) = f(u,v)

para quaisquer u, v € V. Segue entao que ST e T~ pertence a Isom(V, f), e assim Isom(V, f)

¢ um subgrupo de GL(V'), chamado de grupo das isometrias de (V, f).
Vamos agora fazer um estudo, em termos de matrizes, de isometrias de (V) f). Comecemos

observando que sendo A uma matriz n X n com entradas em K, o conjunto
G(A)={X € GL,(K) | X'AX = A}

¢ um subgrupo de GL,(K). Observe que se A = I,,, a matriz identidade n x n, entdo G(A) =
{(XeGL,(K)| X'[,X=1,} ={X € GL,(K) | X! = X'} = 0,(K) (grupo ortogonal).
Seja (§ uma base arbitraria de V. Para T' € GL(V) e u, v € V, temos que

flu,v) = [ullflslvls e f(T(u),T(v)) = [T(W)]5lfs[T ()]s = [ul5[T]5[f]s[T]s[v]s-
Logo, T' € Isom(V, f) se, e somente se, [T]5[f]s[T]s = [f]p. Assim,
Isom(V, ) ={T € GL(V) | [T]s € G([f]5)}

e portanto podemos definir a aplicacao

F: Isom(V,f) — G([fls)
T — F(T) =[T]g

Nao ¢ dificil ver que F' é um isomorfismo de grupos.
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Exemplo 5.5 Considere o K-espago vetorial K" e a forma bilinear f : K" x K" — K definida
por

F((z1, 29, 20), (Y1, Y2, - -, Yn)) = T1Y1 + ToYa + - .. + Tpln.

Sendo (3 a base canonica de K™, temos [f]z = I, e assim Isom (K™, f) é um grupo isomorfo a
G(I,) = O,(K).

No caso particular n = 2 e K = IR, temos que f é o produto interno canénico do IR? (veja o
Exemplo 4.11), donde Isom(IR?, f) é exatamente o Isom(IR?) das isometrias lineares do plano.
Isto confirma o fato ja demonstrado de que o grupo das isometrias lineares do plano é isomorfo

ao grupo ortogonal Os(IR).

Definicao 5.6 Dizemos que uma forma bilinear f : V xV — K é:
a) Simétrica se f(u,v) = f(v,u) para quaisquer u, v € V.

b) Anti-simétrica se f(u,v) = —f(v,u) para quaisquer u, v € V.

Supondo dim V' finita, observa-se facilmente que uma forma bilinear f sobre V' é simétrica
se, e somente se, [f]s ¢ uma matriz simétrica para toda base 5 de V. O préximo teorema é um

importante resultado sobre “diagonalizacao”de formas bilineares simétricas.

Teorema 5.7 Se K tem caracteristica diferente de 2, dimensdao de V' € finitae f : VXV — K
¢ uma forma bilinear simétrica, entdo existe alguma base = {vy,...,v,} de V tal que [f]sz €

uma matriz diagonal, ou seja, f(v;,v;) =0 para i # j.
Demonstracao. Veja [4], pg 471. O

Corolario 5.8 Se K é um corpo algebricamente fechado de caracteristica diferente de 2, di-
mensao de 'V € finita e f : V xV — K € uma forma bilinear simétrica nao-degenerada, entdao
Isom(V, f) é isomorfo a O,(K), onde n =dim V.

Demonstra¢ao. Sendo = {vy,vs,...,v,} uma base de V tal que [f]s é diagonal, tomemos
a; = f(vi,v;) para 1 <7 <n. Como f é ndo-degenerada, temos 0 # det[f]z = ajas...an, €
assim a; # 0 para todo ¢ = 1, 2, ..., n. Tomando agora \; € K tal que \? = a; e u; = )\i_lvi,
para 1 < i < n, temos que v = {uy,uy,...,u,} é uma base de V e [f], = I,,. Temos entdo o
resultado. 0

Veremos no préoximo exemplo que o coroldrio anterior nao é valido sem a hipétese do corpo

K ser algebricamente fechado.

Exemplo 5.9 Considere V' um espaco vetorial real de dimensao 2 e § uma base de V. Sendo

1
f a forma bilinear sobre V' tal que [f]|z = 0 01 ), temos Isom(V, f) isomorfo a G([f]s)-
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Tomando

temos que X € G([f]s) se, e somente se,
1 0 [ a c 1 0 a b
0 -1) \bd 0 —1 cd)’

A —F=V-d*=1 e ab=cd.

G((f]s) = {( o Wf@)

Célculos simples mostram que se X € G([f]3), entdo os dois autovalores de X sa@o reais.

ou seja,

Logo,

a,c€ R, a* —c* =1, mz:l:l}.

Supondo entao que X € G([f]s) satisfaz X® = I, temos que os dois autovalores de X sdo
raizes do polinémio p(x) = 23 — 1 e assim esses dois autovalores sao iguais a 1, o que nos
dd X = I,. Com isso concluimos que G([f]s), e consequentemente Isom(V, f), nao pode ser
isomorfo a Oy(IR), uma vez que no grupo O (IR) existe elemento A # I, tal que A® = Is.
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