CORPOS DE FRACOES NAO COMUTATIVOS
VITOR DE OLIVEIRA FERREIRA

RESUMO. Veremos como a construc¢do do corpo de fragdes de um dominio de integridade co-
mutativo se generaliza para o contexto de anéis ndo necessariamente comutativos. Especial
atengdo serd devotada aos chamados anéis de polinémios “skew”, uma generalizagdo natural
dos anéis de polinédmios usuais, que reparte com esses muitas propriedades aritméticas. Como
aplicacdo das técnicas apresentadas, veremos que, mesmo quando existe, o “corpo de fragdes”
de um dominio de integridade ndo comutativo ndo é necessariamente tinico.

INTRODUCAO

Este texto contém o material apresentado no minicurso de mesmo titulo ministrado pelo
autor na XXIII Semana de Matemdtica do Departamentdo de Matematica da UFRN, realizada
em Natal, RN, no periodo de 17 a 21 de outubro de 2011.

O autor agradece aos organizadores do evento pelo convite.

1. DOMINIOS DE INTEGRIDADE COMUTATIVOS

Por convencdo, todos os anéis tratados neste texto serdo associativos e conterdo um ele-
mento identidade ndo nulo que é herdado por subanéis e preservado por homomorfismos. O
conjunto dos elementos ndo nulos em um anel R sera denotado por R*.

Um anel comutativo R é, por defini¢do, um dominio de integridade se R ndo contiver divisores
de zero, isto é, se para todos a,b € R, ab = 0 implicara = 0ou b = 0.

Em um dominio de integridade R se a,b,c € R sdo tais que ac = bcec # 0, entdo a = b.
Dizemos que em R temos “cancelamento”.

Exemplos. (1) Corpos sdo dominios de integridade. (Lembremos que um anel comutativo
R é um corpo se para todo a € R,a # 0, existir a1l e Rtal que aa ! =1.)
(2) O anel dos nimeros inteiros Z é um dominio de integridade.
(3) Se k é um corpo, o anel dos polindmios em uma indeterminada

k[x] = {ao+a1x+ - +ayx"” : n>0, a; € k}
sobre k ¢ um dominio de integridade.
Todo subanel de um dominio de integridade é um dominio de integridade. Em particular,

todo subanel de um corpo é um dominio de integridade. O teorema abaixo mostra que os
subanéis de corpos sdo, na realidade, todos os dominios de integridade.

Teorema 1. Um anel comutativo R é um dominio de integridade se, e somente se, existir um corpo K e
um homomorfismo injetor R — K.

Demonstragio. A condigdo é claramente suficiente, como ja observamos acima. Para demons-
trar que é também necesséria, procedemos a constru¢ao do “corpo de fragdes” de R. (Daremos
uma defini¢do precisa abaixo.)

Definimos no conjunto R x R* a seguinte relacao:

(a,b) ~ (c,d) <= ad = bc.

Essa relagdo é reflexiva e simétrica, pois R é comutativo, e é transitiva, pois (4,b) ~ (c,d) e
(c,d) ~ (e, f) implicam adf = bcf = bde e, por cancelamento de d, segue (a,b) ~ (e, f). Em
outras palavras, ~ é uma relacdo de equivaléncia no conjunto R x R*.
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Dado (a,b) € R x R*, a classe de equivaléncia de (a,b) com respeito a relagdo ~ serd de-
notada por [(a,b)], isto é, [(a,b)] = {(c,d) € Rx R* : ad = bc}. No conjunto quociente
(Rx R*)/~= {[(a,b)] : (a,b) € R x R*}, definimos duas operagdes binarias, + (soma) e -
(multiplicacdo), da seguinte maneira,

[(a,0)] + [(¢,d)] = [(ad +cb,bd)] e [(a,b)]-[(c,d)] = [(ac, bd)].

Observe que as classes de equivaléncia que ocorrem nos lados direitos das igualdades acima
estdo bem definidas, uma vez que como b,d € R* e R é um dominio de integridade, bd € R*.

Como nas defini¢des de soma e multiplicacdo acima fizemos escolhas de representantes das
classes de equivaléncia que estavam sendo operadas, é necessdrio mostrar que as defini¢oes
ndo dependem das escolhas desses representantes. Assim, dados (a,b), (a',0'), (¢,d), (¢/,d") €
R x R* tais que (a,b) ~ (a',b') e (¢c,d) ~ (c’,d’), temos (ad + cb)b'd’" = ab'dd’ + cd'bb’ =
ba'dd’ + dc'bb’ = (a'd’ + c'b")bd e, portanto, (ad + cb,bd) ~ (a'd’ + 'V, b'd"). A verificagdo de
que a multiplicagdo também independe da escolha dos representantes é semelhante.

E uma verificagdo rotineira o fato de que com as operagdes definidas acima, o conjunto
(R x R*)/~, que denotaremos de agora em diante por Frac(R), é um anel comutativo com
elemento neutro [(0,1)] e identidade [(1,1)]. Ainda, Frac(R) é um corpo, uma vez que se
[(a,b)] # [(0,1)], entdo a # 0 e, portanto, [(b,a)] € Frac(R). (Veja o Exercicio 1 abaixo.)

Finalmente, a fungdo A: R — Frac(R), definida por A(a) = [(4,1)], para todo a € R, é um
homomorfismo injetor (Exericio 1). 0

Os elementos de Frac(R) sdo denotados usualmente por fracdes, § = [(a,b)]. O homomor-
fismo injetor A construido acima é chamado imersdo candnica de R em Frac(R).

Exercicio 1. No contexto da construgdo de Frac(R) a partir do dominio de integridade R na
demonstragdo do Teorema 1, demonstre que [(0,1)] = [(0,b)] e [(1,1)] = [(b, b)], qualquer que
seja b € R*. Mostre também que [(a,b)] = [(0,1)] se, e somente se, a = 0. E conclua que se
a € R*,entdo [(a,b)] - [(b,a)] = [(1,1)].

Mostre que a fungdo A: R — Frac(R) é um homomorfismo injetor.

A construgdo do corpo Frac(R) apresentada acima foi descrita pela primeira vez por E. Stei-
nitz em 1910 no contexto da aritmetizacdo da andlise, trabalho ao qual se dedicaram muitos
matematicos no final do século XIX (cf. [10]). Esse é o método ensinado em cursos de ma-
tematica nos dias de hoje e generaliza a constru¢ao do corpo dos nlimeros racionais a partir do
dominio de integridade dos ntimeros inteiros (ver, por exemplo, [12, Section 21] ou, para um
texto em portugués, [13, Secao III.5]).

Um segundo exemplo da aplicacdo desse método é o da construgdo do corpo k(x) das frages
racionais em uma indeterminada sobre um corpo k. Por defini¢do,

k(x) = Frac(k[x]) = {ch . fgeklx, g # 0} .

Nas aplicagdes, fazemos mais uso da seguinte propriedade “universal” do corpo Frac(R) do
que de sua construgdo propriamente dita.

Teorema 2. Seja R um dominio de integridade. Entdo, dado um corpo K e um homomorfismo injetor
¢: R — K, existe um tinico homomorfismo : Frac(R) — K tal que pA = ¢, onde A: R — Frac(R)
denota a imersido candnica.

Observe que o homomorfismo 3 no enunciado do teorema acima serd injetor, uma vez que
tem como dominio um corpo.

Demonstragio. Defina ¢: Frac(R) — K por () = ¢(a)@(b) !, para todo { € Frac(R). Note
que como b € R* e ¢ é injetor, ¢(b) # 0 e, portanto, é inversivel em K. A funcdo ¢ estd bem
definida, uma vez que se & = &, entdo ¢(a)p(b') = g(ab') = ¢(a'b) = ¢(a')p(b) e, assim,

p(@)p(b)! = p(a)p)",
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Além disso, 1 ¢ um homomorfismo, pois () = ¢(1)@(1) "' = lese 4, < € Frac(R), temos

d+ cb
p(3+5) = (5E > = (ad + cb)p(bd) "

c

v (5-5) =¥ (5) = 9@ = p@e®) oo =y (7) ¥ (5)-

Finalmente, se p: Frac(R) — K é um homomorfismo que satisfaz pA = ¢, entdo, para todo
€ Frac(R), temos

@) (1) = (5 (0)) o)
= A (@)pA () = pa)g(v) ' =y (),
ou seja, p = 1. U

R

AN

X

Uma consequéncia importante do teorema acima é o fato de o corpo Frac(R) ser tnico, num
sentido que sera precisado no Corolario 3.

Dados um anel R, um par (K, p), onde K é um corpo e p: R — K é um homomorfismo
injetor, é um corpo de fragbes de R se para todo subcorpo Ky de K tal que p(R) C Kj, tivermos
Koy = K. (Isso é o mesmo que dizer que K é gerado por p(R) como um corpo.)

Vimos no Teorema 1 que um anel R é um dominio de integridade se, e somente se, R tiver
um corpo de fra¢des, uma vez que se p: R — K for um homomorfismo injetor de R em um
corpo K, entdo o subcorpo de K gerado por p(R) serd um corpo de fragdes de R.

Ainda, se R é um dominio de integridade e se A: R — Frac(R) é a imersdo candnica,
(Frac(R), A) é um corpo de fragdes de R, pois todo subcorpo de Frac(R) que contiver A(R)

devera conter o conjunto {A(a)A(b)~! : a,b € R, b # 0} = Frac(R).

Corolario 3. Seja R um anel e seja (K, p) um corpo de fragbes de R. Entdo existe um isomorfismo
¢: Frac(R) — K tal que A = p, onde A: R — Frac(R) denota a imersio candnica.

Demonstragio. Pelo Teorema 2, existe um homomorfismo (injetor) ¢: Frac(R) — K tal que
YA = p. Mas, p(Frac(R)) é um subcorpo de K que contém pA(R) = p(R). Portanto,
¥ (Frac(R)) = K, isto é, i é também sobrejetor. O

Em vista do corolario acima, podemos chamar o corpo Frac(R) construido a partir de um
dominio de integridade R de o corpo de fragdes de R.

2. DoMINIOS DE ORE

Nesta se¢do veremos o que do que foi visto na se¢do anterior pode ser generalizado para o
caso de anéis genéricos, ndo necessariamente comutativos. A pergunta mais natural, assim, é
“quais sdo aqueles anéis que podem ser imersos em um corpo ndo necessariamente comuta-
tivo?”

Para abordar essa questdo, vamos comegar por precisar os termos utilizados.

Defini¢do. Um anel R ndo necessariamente comutativo é um dominio de integridade, ou sim-
plesmente, um dominio, se para todos a,b € R, ab = 0 implicar a = 0 ou b = 0. (Esta é a mesma
definicdo de dominio de integridade comutativo, exceto por ndo fazermos agora a exigéncia
da comutatividade de R.)
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Um anel R é um anel com divisio se todo elemento ndo nulo de R for inversivel em R, ou seja,
se paratodoa € R, a # 0, existir a~! € Rtal que aa~' = a~'a = 1. (Isto é, os anéis com divisao
sdo justamente os “corpos ndo necessariamente comutativos”.)

E claro que os anéis com divisdo comutativos sdo exatamente os corpos. O primeiro anel
com divisdo ndo comutativo foi construido por W. R. Hamilton em 1843 e é conhecido como o
anel com divisdo dos quatérnios. Esse anel é o conjunto Hr formado por todas as combinagoes
lineares reais dos simbolos 1, i, j, k. Trata-se, entdo, de um espago vetorial sobre R de dimensao
4, com multiplicagdo satisfazendo as seguintes regras,

iP=j=-1,ij=—ji=k,
e (ax)(By) = («B)(xy), paratodos a, B € Rex,y € {1,1,j,k}. Observe que Hg ndo é comuta-
tivo e é de fato um anel com divisdo porque 1 é seu elemento identidade e dados «, 5,7, € R
nao todos nulos, temos

(a1 + Bi + vj + 6k) (a1 — Bi — 7j — k) = (a® + B2+ 9% + 62)1.

Teremos a oportunidade de encontrar o anel com divisdo dos quatérnios novamente na proxi-
ma secdo. (Para uma contextualizagdo histérica da descoberta dos quatérnios, ver [19].)

Observemos que, assim como ocorria no caso comutativo, todo anel com divisdo é um
dominio e todo subanel de um dominio é ainda um dominio. Em particular, todo subanel
de um anel com divisdo é um dominio.

Porém, ao contrario do que acontece no caso comutativo, existem dominios que ndo podem
ser imersos em um anel com divisdo. O primeiro exemplo de um anel com essas caracteristicas
foi construido por A. I. Malcev em 1937. Neste texto, trateremos de um problema mais restrito
e cujos detalhes apresentamos abaixo.

Suponha que R seja um anel e suponha que exista um anel com divisdo Q que contém R
como subanel e que satisfaz a seguinte condicdo: todo elemento de Q é da forma ab~!, com
a,b € R, b # 0. Neste caso, dados a,b € Rcom b # 0, temos b~'a € Qee, portanto, existem
c,d € R, d # 0, tais que b la=cd 1o que implica ad = bc. Se a # 0, como R é um dominio
(por ser um subanel de um anel com divisdo), teremos 0 # ad = bc € aRNbR. O. Ore em
1931 observou que essa condicdo, juntamente com o fato de R ndo conter divisores de zero, é
também suficiente para garantir que R seja imersivel em um anel com divisdo, como veremos
abaixo.

Defini¢do. Um anel R é um dominio de Ore a direita se R for um dominio e se para todos a,b €
R*,aRNbR # {0}.

Observe que um anel comutativo é um dominio de Ore a direita se, e somente se, for um
dominio de integridade. Assim, dominios de Ore sdo uma generalizacdo de dominios de inte-
gridade comutativos. Na préxima se¢do veremos exemplos de dominios de Ore ndo comutati-
vos. Claro que, por simetria, podemos definir também dominios de Ore a esquerda.

Teorema 4. Seja R um anel. Entdo existe um anel com divisdo Q e um homomorfismo injetor A: R —
Q tais que todo elemento de Q pode ser escrito na forma A(a)A(b) ™, coma,b € R, b # 0 se, e somente
se, R for um dominio de Ore a direita.

Demonstragio. No pardgrafo que precede a definigdo de dominio de Ore a direita, vimos que a
condicdo é necessaria. A suficiéncia é demonstrada de maneira analoga a construgdo do corpo
de fragdes de um dominio de integridade comutativo, porém as verificagdes dos detalhes sdo
mais longas, como veremos abaixo.

Assim, assuma que R é um dominio de Ore a direita e defina no conjunto R X R* a seguinte
relagdo:

(1) (a,b) ~ (c,d) < existem u,v € R* tais que au = cv e bu = dv.
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Em outras palavras, e de maneira menos precisa, os pares (a,b) e (¢,d) (que serdo pensados
como fragdes) estardo relacionados se quando colocados sobre 0 mesmo denominador, os nu-
meradores coincidirem.

Mostremos que a relacdo definida em (1) é uma relagdo de equivaléncia. Ela é claramente
simérica. Dado (a,b) € R x R*, para mostrar que (a,b) ~ (a,b), basta tomar u = v = 1 em (1).
Finalmente, sejam (a,b), (c,d), (e, f) € R x R* tais que (a,b) ~ (c,d) e (c,d) ~ (e, f). Entdo

existem u,v,s,t € R tais que
au = co o cs =et
bu = dv ds = ft

Pela condigdo de Ore, vR N sR # {0} e, portanto, existem p,q € R tais que vp = sq # 0. Em
particular, p,q € R*. Assim, a(up) = cop = csq = e(tq) e b(up) = dvp = dsq = f(tq). Como
R é um dominio, up, tq € R*. Segue (a,b) ~ (e, f).

Denote por (R x R*)/ ~ o conjunto quociente e por [(a,b)] a classe de equivaléncia de
(a,b) € R x R* com respeito a relagdo ~, isto ¢, [(a,b)] é aquele elemento de (R x R*)/ ~
definido por

[(a,)] ={(c,d) € RxR* : (c,d) ~ (a,b)}.

Vamos, agora, definir operagdes bindrias em (R x R*)/~ com respeito as quais o conjunto
quociente serd um anel. Comegamos por definir a adi¢do. Assim, dados (a,b), (c,d) € R x R*
definimos

(2) [(a,b)] + [(c,d)] = [(ae + cf,be)], ondee, f € R™ sdo tais que be = df.

Observe que como b,d € R*, pela condigdo de Ore & direita, temos bR NdR # {0} e, portanto,
existem e, f € R tais que be = df # 0. Em particular, e, f € R*.

E preciso mostrar que essa operagao esta bem definida, o que, neste caso, envolve a verifi-
cagdo de que a defini¢do em (2) ndo depende da escolha dos elementos auxiliares e, f e que,
além disso, ndo depende das escolhas dos representantes das classes de equivaléncia [(a,b)] e
[(c,d)].

Sejam entdo ¢, f, ¢/, f' € R* tais que be = df e be’ = df’. Pela condicdo de Ore a direita,
existem 7,5 € R* tais que er = ¢’s. Assim, dfr = ber = be’s = df’s e, como d # 0, segue fr =
f's. Portanto, (ae +cf)r = (ae’ +cf’)s e (be)r = (be’)s. Logo, (ae + cf,be) ~ (ae' +cf’, be’).

Mostremos, agora, que a defini¢do em (2) ndo depende da escolha dos representantes no
primeiro termo. Assim, sejam (a,b), (a’,V"), (c,d) € R x R* tais que (a,b) ~ (a’,1"). Entdo
existem p,q € R* tais que ap = a’g e bp = b'q. Pela condi¢do de Ore a direita, AR N bpR # {0}
e, portanto, existem x,y € R* tais que dx = bpy = b'qy. Logo, pelo que vimos no paragrafo
anterior, (ae + cf,be) ~ (apy + cx,bpy) e (a'e +cf,b'e) ~ (a'qy + cx,b'qy), onde e, f € R*
sdo tais que be = df. Mas apy = a'qy e, portanto, (apy + cx,bpy) = (a'qy + cx,b'qy). Logo
(ae+cf,be) ~ (a'e+cf,be).

Observe que a defini¢do da adicdo em (2) é simétrica e, assim, também independe da escolha
de representantes do segundo termo.

Passamos, agora, a definicdo da multiplicagdo em (R x R*)/~. Sejam (a,b), (c,d) € R x R*.
Definimos

(3) [(a,b)] - [(c,d)] = [(af,de)], ondee € R*, f € R sdo tais que ce = bf.

Aqui, se ¢ € R*, pela condicdo de Ore a direita, existem e, f € R* tais que ce = bf, ao passo
que se ¢ = 0, basta tomar f =0ee = 1.

Novamente, é necessdrio mostrar que a definicdo de multiplicacdo em (3) ndo depende
das escolhas nem dos elementos auxiliares e, f, nem dos representantes das classes de equi-
valéncia. Essa verificacdo sera deixada a cargo do leitor, assim como as verificagdes das demais
afirmagdes ndo demonstradas nos préximos trés paragrafos (veja o Exercicio 2 abaixo).

1Observe, também, que se R for um dominio de integridade comutativo, essa é exatamente a mesma relagdo de
equivaléncia que definimos na demonstragdo do Teorema 1.
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Afirmamos que com as operagdes definidas em (2) e (3), o conjunto (R x R*)/~ é um anel
associativo com elemento neutro para a adigdo [(0,1)], identidade [(1,1)] e tal que —[(a,b)] =
[(—a,b)], para todos (a,b) € R x R*. Esse anel serd denotado por Qd(R)

Observe que Q;(R) é um anel com divisdo, uma vez que se [(a,b)] # [(0,1)], entdoa # Oe,
portanto, (b,a) € R x R*. Assim, [(a,b)] - [(b,a)] = [(b,a)] - [(a, )] [(1,1)].

Finalmente, considere a fung¢do A: R — Q(R) definida por A( ) =1(a,1)], paratodoa € R.
Entdo A é um homomorfismo de anéis porque A(1) = [(1,1)] ese a,c € R, entdo A(a+c¢) =
[(a+c,1)] =[(a,1)]+[(c,1)] (tomandoe = f = 1lem (2)) e [(ac,1)] = [(a,1)] - [(c,1)] (tomando
e=1,f =cem(3)). Além disso, A é injetor pois se a € R é tal que [(0,1)] = A(a) = [(a,1)],
entdo a = 0. Por fim, dado [(a,b)] € Qu(R), temos [(a,b)] = [(a,1)]-[(1,b)] = [(a,1)]-
(B, D] = A@A(D) 0

'an

Exercicio 2. Com a notagdo da demonstracdao do Teorema 4 acima, demonstre as afirmagdes
abaixo.
(1) A definigdo de multiplicagdo no conjunto (R x R*)/~ em (3) ndo depende nem das
escolhas dos elementos auxiliares ¢, f, nem dos representantes das classes de equi-
para todos (a,b) € R x R*.

valéncia.
() [(a,b)] +[(0,1)] = [(a, D)
(3) [(a,b)] = [(ac,bc)], para todos (a,b) € R x R* ec € R*.

)] - [(a,b)] = [(a,b)], para todos (a,b) € R x R*.
b)) = [(1,1))

/P
@ [(a,b)]-[(1,1)] = [(1,
(5) Para todo b € R*, [(b,

(6) Com as operacgdes definidas em (2) e (3), (R x R*)/~ é um anel associativo com uni-
dade.

(7) Para todo (a,b) € R x R*, [(a,b)] = [(0,1)] se, e somente se, a = 0. Use esse fato para
mostrar que Q,(R) é, de fato, um anel com divisdo.

D)l
ara t
1

O método de Ore, descrito acima, foi completamente incorporado na teoria de anéis ndo co-
mutativos e sua descricdo pode ser encontradas em varios livros introdutérios sobre o assunto,
como, por exemplo, [7], [18] e [22]. Seguimos neste texto, a apresentacdo da teoria encontrada
em [21, Section 4].

A exemplo do que ocorre no caso comutativo, Q;(R) também satisfaz uma propriedade
universal.

Teorema 5. Seja R um dominio de Ore a direita. Entdo, dado um anel com divisdo D e um homomor-
fismo injetor ¢: R — D, existe um tinico homomorfismo : Qz(R) — D (que é injetor, pois D é um
anel com divisio) tal que YA = ¢, onde A: R — Qy(R) é 0 homomorfismo definido na demonstragio
do Teorema 4.

Exercicio 3. Demonstre o Teorema 5. (Sugestio: Defina ¢([(a,b)]) = A(a)A(b)~!, para cada
(a,b) € R x R*, e tente imitar a demonstragdo do Teorema 2.)

A definigdo de corpo de fragdes de um dominio de integridade comutativo, que vimos na
Secédo 1, faz sentido no contexto ndo comutativo.

Defini¢do. Seja R um anel ndo necessariamente comutativo. Um par (p, D), onde D é um anel
com divisdo e p: R — D é um homomorfismo injetor, é um anel com divisio de fragoes de R se
para todo subanel com divisdo Dy de D tal que p(R) C Dy, tivermos Dy = D.

Exercicio 4. Seja R um dominio de Ore a direita e seja A: R — Q;(R) o homomorfismo definido
na demonstragdo do Teorema 4.
(1) Mostre que (A, Q4(R)) é um anel com divisdo de fragdes de R.
(2) Mostre que dado um anel com divisado de fragdes (p, D) de R, existe um tnico isomor-
fismo ¥: Q4(R) — D tal que YA = p.

Novamente, em vista do item (2) do Exercicio 4, Q;(R) é chamado de o0 anel com divisdo

de fragdes do dominio de Ore & direita R e A é chamado imersio canonica de R em Qu(R). E
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comum utilizarmos o termo corpo de fraces de R para nos referirmos a Q;(R), mesmo Q;(R)
ndo sendo necessariamente um anel comutativo.
Se R é um dominio de Ore a esquerda, seu anel com divisdo de fragdes é denotado por

Qe(R).
Exercicio 5. Mostre que se R é um dominio de Ore a direita e & esquerda, entdo Q;(R) = Q.(R).

Exercicio 6. Mostre que se R é um dominio de integridade comutativo, entdo Frac(R) = Q4 (R).

A caracterizagdo feita por Ore daqueles dominios R que tém anéis com divisdo de fra¢des
cujos elementos sdo escritos na forma ab=1',coma,b € R, b #0, passou aproximadamente 20
anos em hiberna¢do no ambiente matematico. Foi apenas a partir dos trabalhos de A. Goldie
nas décadas de 1950-60 que as ideias de Ore foram retomadas e proporcionaram um grande
impulso no desenvolvimento do estudo de anéis noetherianos ndo necessariamente comuta-
tivos, uma &rea da algebra que permanece vibrante até os dias de hoje. Para as contribui¢oes
de Goldie a teoria de anéis, ver [11]; para introdugdes (bastante completas) a teoria de anéis
noetherianos ndo comutativos, indicamos [15] e [20].

Observagio. O problema geral de descri¢do de quais sdo aqueles dominios que tém um anel
com divisdo de fra¢des foi completamente resolvido por P. M. Cohn em 1971. A obra [5] contém
a teoria desenvolvida por Cohn para a solugdo desse problema, entre outros resultados sobre
anéis com divisio e anéis relacionados?.

3. ANEIS DE POLINOMIOS SKEW

Nesta se¢do veremos que uma construc¢do que generaliza a construgdo do anel de polindmios
em uma indeterminada sobre um corpo fornece uma vasta familia de exemplos de dominios
de Ore.

Seja k um corpo e seja ¢ um endomorfismo de k, isto é, o: k — k é um homomorfismo.
(Repare que, porque k é um corpo, o é necessariamente injetor.) Considere o conjunto k|x; 0]
formado por todos os polindmios na indeterminada x com coeficientes em k a esquerda das
poténcias de x,

kix;o] = {ag+wix+ -+ a,x" : 1 >0, a; € k}.

A estrutura aditiva com a qual k[x; 0] serd munido é a mesma que tem o anel de polindmios
usual, isto ¢, dois elementos de k|x; o] sdo somados somando coeficientes dos termos de mesmo
grau. Definiremos, porém, uma multiplicagdo em k[x; 0] que levard em conta a agdo de o e fard
de k[x; o] um anel ndo necessariamente comutativo. Assim, dados f, g, € k[x; 0], digamos

n i m .
f=Y ax' e g=) Biv,
i=0 j=0
definimos
n—+m . X
fg=) < ). “z‘al(ﬁj)> X
k=0 \i+j=k
Ou seja, a multiplicagdo em k|x; o] é aquela fungdo bilinear em k[x; o] que satisfaz
i+j

xx = o(a)x,paratodox €k, e x'x/ = x't/, paratodosi,j > 0.

O conjunto k[x; o] com as operacdes de adigdo e multiplicagdo defindas acima é um anel
associativo com unidade. (Verifique essa afirmagao.) Além disso, se ¢ = Iy é o endomorfismo
identidade de k, entdo k[x; 0] = k[x], o anel de polindmios usual. Mas se ¢ # Ii, entdo k[x; 0]
ndo é um anel comutativo.

O anel k[x; ] é chamado anel de polindmios skew, ou extensio de Ore, e foi definido pela
primeira vez por Ore em 1933, justamente com o intuito de exemplificar o seu método de
construcdo de corpos de fragdes ndo comutativos.

2Uma versdo atualizada de [5] é o livro [8].



Vamos definir uma fun¢do grau gr: k[x;c] — IN U {—oc0} de maneira analoga ao caso co-
mutativo: dado f = Y ,a;x € k[x;0], com a, # 0, definimos gr(f) = n e definimos gr(0) =
—o0. Aqui, N U {—o0} deve ser entendido apenas como o conjunto dos ntmeros naturais IN
acrescido de um simbolo —oo sujeito as seguintes condicdes: z + (—o0) = (—o0) +z = —oo,
paratodoz € NU{—o} e —00 < 1, para todon € IN.

Proposigdo 6. A fungio gr: k[x; o] — IN U {—oo} tem as sequintes propriedades:

(i) gr(f +8) < max{gr(f), gr(g)} e
(i) gr(fg) = gr(f) +gr(g),
para todos f, g € k[x;0].

Demonstragdo. Ambos os itens sdo verdadeiros se f = 0 ou ¢ = 0, como é facil de verificar.
Suponha, entdo, que f, g € k[x; 0] sejam tais que

f=wao+ - +ax", coma, #0, e g=Po+ - -+ Bmx", com B, # 0.

(i) Temos f +¢ = q0+ - - + 1x!, onde t = max{n, m} e y; = a; + B; com a convengédo de
quea; =0sei >nep; =0sei>m. Segue que gr(f +g) < t.

(ii) Temos
n+m ) n+m—1 )
o ( oR ) PO il (R T) RIS
k=0 \i+j=k k=0 \i+j=k

Como ¢ é injetor, segue a,0" (By) # 0. Portanto gr(fg) = n+m = gr(f) + gr(g).
U

Uma consequéncia imediata do item (ii) da proposigdo acima é o fato de k[x; o] ser um
dominio. Na verdade, veremos que é possivel deduzir da existéncia de uma fun¢do grau muito
mais sobre as propriedades algébricas de k|x; o].

Defini¢do. Um anel R é um dominio de ideais i esquerda principais se R for um dominio e se para
todo ideal a esquerda I de R, existir a € R tal que I = Ra.

Corolario 7. Se k é um corpo e o é um endomorfismo de k, entdo k[x; o] é um dominio de ideais a
esquerda principais.

Demonstragdo. J& vimos que decorre do item (ii) da Proposi¢do 6 que R é um dominio. Para
mostrar que todo ideal a esquerda de k[x; ] é principal, mostraremos que k[x; o] satisfaz um
algoritmo de divisdo com respeito a fungado gr, mais precisamente, mostremos que dados f, g €
klx; 0], ¢ # 0, existem ¢, r € k[x; 0] tais que

f=aqg+r, comgr(r) <gr(g).
De fato, se gr(f) < gr(g), basta tomar 4 = 0 e r = f. Suponhamos, entdo, que gr(f) > gr(g),
digamos

f:a0_|_...+(xnx”, Comtxn#O, g:lB0+..._|_‘Bmxm, COl’I’l‘Bm;AO

e n > m. Procedemos por indugdo em n — m. Se n —m = 0, entdo basta tomar g = «,f3,] le
r = f —ayB;, . Suponha, entdo, que n — m > leseja fi = f — a,x" "B, 'q. Se gr(f1) < gr(g),
tome g = a,x"""B,,' er = f1, caso contrario, como gr(f;) < gr(f), por hipétese de indugao,
existem g1, € k[x; 0] tais que
fir=mg+r, comgr(r) < gr(g).

Portanto, f = (a,x" "B,1 +q1)g +regr(r) < gr(g).

Agora, vejamos porque k[x; 0] é um dominio de ideais a esquerda principais. Seja I um ideal
a esquerda de R = kix;c]. Se I = {0}, entdo, I = RO. Se I # {0}, tome g € I, g # 0, com
gr(g) minimo entre os graus dos elementos ndo nulos de I. Mostremos que I = Rg. De fato,
se f € I, entdo, com vimos acima, existem g, r € k[x; o] tais que f = gg +r, com gr(r) < gr(g).
Logor = f —qg € I, pois I é um ideal & esquerda. Como gr(r) < gr(g), devemos ter r = 0.

Portanto, f = q¢ € Rg. O
8



Para concluir que anéis de polindmios skew sao exemplos de dominios de Ore, resta de-
monstrarmos o resultado abaixo.

Teorema 8. Todo dominio de ideais a esqueda principais é um dominio de Ore a esquerda.

Demonstragio. Seja R um dominio de ideais a esquerda principais e sejam a,b € R*. Precisa-
mos mostrar que Ra N Rb # {0}. Suponha, por contradi¢do, que Ra N Rb = {0}. Seja I o ideal
a esquerda de R gerado por a e b, isto é, I = Ra + Rb. Por hipétese, existe c € R tal que I = Re.
Como a € I, temos a = xc, para algum x € R. (Note que x # 0, uma vez que a € R*.) Além
disso, por defini¢do de I, existem y,z € R tais que ¢ = ya + zb. Portanto, a = xc = xya + xzb.
Logo, (1 —xy)a = xzb € RaNRb = {0}. Donde segue xzb = 0 e isso implica z = 0, pois
x # 0eb # 0. Porém, nesse caso, teriamos ¢ = ya € Ra e, assim, b € Rc C Ra, implicando
0 # b € RaNRb = {0}, o que é impossivel. Logo Ra N Rb # {0}. O

O coroldrio abaixo segue imediatamente do Teorema 8 e do Corolério 7.

Corolério 9. Se k é um corpo e o é um endomorfismo de k, entdo k[x; o] é um dominio de Ore a
esquerda. O

Um comentdrio importante é que nem sempre nas condi¢des do Coroldrio 9 o anel de po-
lindbmios skew serd um dominio de Ore 4 direita. Essa assimetria serd explorada na préxima
secdo. Uma condigdo necessdria para garantir a assimetria estd apresentada abaixo.

Proposicdo 10. Seja k um corpo e seja o um endomorfismo de k. Se o ndo é sobrejetor, k[x; o] ndo é
um dominio de Ore a direita.

Demonstragio. Denote R = k[x;0]. Se o ndo é sobrejetor, existe v € k tal que v ¢ o(k).
Mostraremos que xR N yxR = {0}, apesar de x,yx € R*. Suponha que xR N yxR # {0}.
Entdo existem f, g € R tais que xf = yxg # 0. Digamos que

f=ap+ax+---+ax", coma, #0, e g=Po+ Pix---+ Pux", com B, # 0.

Entédo
xf =o(ao)x +o(ag)x® + -+ o(ay)x"!

yxg = 10 (Bo)x + Yo (B1)x* + -+ 4 () ™.
Logo, n = me o(a,) = y0(B,) e, portanto, v = o(a,B,') € o(k), o que é uma contradicio.
Logo, xRN yxR = {0} e, assim, R ndo é um dominio de Ore a direita. O

Na realidade, a sobrejetividade de ¢ na proposicdo acima é condi¢do necessaria e suficiente
para que k[x; 0] seja um dominio de ideais a direita principais (veja [16, Proposition 1.1.14] ou
[7, Theorem 5.8]).

Abaixo veremos alguns exemplos historicamente importantes de constru¢des baseadas em
extensoes de Ore.

Exemplos. (1) Seja C o corpo dos nimeros complexos e seja T: a + pi — & — Bi a conjugagao
complexa (a, € R). O polindmio 1 + x> € C[x; 7] é central (isto é, comuta com todos
os elementos de C|x; 7]), assim, o ideal a esquerda (1 + x?)C|[x; T] é um ideal bilateral e
existe um isomorfismo de anéis
Clx; 7] ~
(1+x2)Clx; 7] Hr.

(2) Seja Q o corpo dos ntmeros racionais e considere o endomorfismo ¢ do corpo das
fungdes racionais Q(t) definido por o (h(t)) = h(2t), para todo h(t) € Q(t). D. Hilbert
em 1899 usa um “completamento” (em um certo sentido que ndo sera precisado aqui)
do anel com divisdo de fragoes de Q(t)[x; 0| para produzir o primeiro exemplo de um
anel com divisdo ordenado que ndo fosse comutativo. (Ver [6] para outros comentérios

sobre o desenvolvimento histérico da teoria de anéis com divisao.)
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(3) Em ambos os exemplos acima consideramos anéis de polindmios skew que envolvem
endomorfismos sobrejetores. Seja k um corpo qualquer (por exemplo, k = Q) e con-
sidere o endomorfismo # de do corpo k(t) das fragdes racionais sobre k dado por
1 (h(t)) = h(#?), para todo h(t) € k(t). Entdo 5 ndo é sobrejetor e, portanto, k(t)|x; 7]
é um exemplo de um dominio de Ore a esquerda que ndo é um dominio de Ore a di-
reita. Consideraremos esse anel de polindmios skew novamente quando tratarmos de
construir um corpo de fra¢des da algebra associativa livre na Se¢do 5.

Exercicio 7. Seja k um corpo e seja k(t) o corpo das fragdes racionais sobre k, isto &,

k(t) = {% (), 8(8) € K[H], g(t) # o}.

Mostre que a fungdo
k(t) — (t)2
ORI

g(t) 8(?)
é um homomorfismo que ndo é sobrejetor. (Sugestdo: Utilize um argumento sobre os graus para
mostrar que ndo existem polindmios f(t), g(t) € k[t], com g(t) # 0, tais que f(#*) = tg(t*) e
conclua que t & n(k(t)).)

~ O~

4. A ALGEBRA ASSOCIATIVA LIVRE

Apresentaremos nesta se¢do um importante exemplo de um dominio que ndo é um dominio
de Ore, a 4lgebra associativa livre.

Nesta secdo k sempre denotara um corpo.

Sejam u, v duas indeterminadas, ou letras, como as chamaremos de agora em diante. Consi-
dere o conjunto

M={z1...2t : k>0, z; € {u,v}}

formado por todas as sequéncias finitas de elementos do conjunto {u,v}. Ou seja, M é o
conjunto de todas as palavras nas letras u e v, incluindo a palavra vazia, que serd denotada
pore. Se m = zy...zx € M, chamamos k de comprimento de m e escrevemos cpt(m) = k; por
definigdo, cpt(e) = 0. Existe uma operagdo bindria associativa * em M dada por justaposi¢do
de palavras: sem = z1...zx en = wy ... ws, entdo

mxn==2zq...zZxwyp...wWs.

A dlgebra associativa livre nas indeterminadas u e v sobre k é o conjunto k(u,v) formado por
todas as combinagdes lineares de elementos de M com coeficientes em k, isto é,

k(u,v>:{z agm :meM, a, €k e {mEM:ocm;éO}éfinito}.
meM

Estd subentendido nesta definigdo que os elementos de M sdo linearmente independentes so-
bre k, ou, dito de outra maneira, dados f = Y ,.cp @m™, § = Y uem PmM, temos f = g se, e
somente se, &, = B, para todom € M.

Se f = Y emamm € k(u,v), o conjunto {m € M : a, # 0} é usualmente chamado de
suporte de f e é denotado por sup(f).

Assim, os elementos de k(u, v) nada mais sdo do que polindmios com coeficientes do corpo
k nas indeterminadas ndo comutativas u e v. Definimos em k(u, v) operagdes binarias de adigdo
de multiplicagdo de modo a dotar k(u,v) de uma estrutura de anel. A adigdo é definida por
adigdo de coeficientes correspondentes, isto é,

Yo agm+ Y Bum =Y (am+ Pu)m.
meM meM meM
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E a multiplicagdo é definida por distributividade a partir da seguinte regra de multiplicacdo
de elementos com um tnico termo:

am - Bn = (af)(m*n),

paratodosa, B ckem,n € M.

Exercicio 8. Mostre que com as operagdes definidas acima, k(u,v) é um anel (associativo)
com unidade le, que ndo é comutativo, uma vez que uv # vu. Mostre que a funcdo k —
k(u,v),a — ae, ¢ um homomorfismo injetor.

Deste ponto em diante, quando for conveniente, identificaremos k com sua imagem em
k(u, v) por intermédio do homomorfismo injetor mencionado no exercicio acima. Em particu-
lar, o elemento identidade de k(u, v) serd identificado com 1 € k.

O anel k(u, v) também é dotado de uma fungdo grau gr: k(u,v) — N U {—o0}, definida da
seguinte maneira,

| max{cpt(m) : m € sup(f)} sef #0,
gr(f)—{_oo se f=0.

Por exemplo, gr(1 + u — uv + vu + vu?) = 3.
)

Exercicio 9. Mostre que a funcdo gr: k(u,v
propriedades: para todos f, g € k(u,v),

(i) gr(f +g) < max{gr(f), gr(g)},
(ii) gr(fg) = gr(f) +gr(g)-

Como vimos na se¢do anterior, a condicao (ii) do exercicio acima garante que k(u, v) é um
dominio. Porém k(u, v) ndo é um dominio de Ore a esquerda, nem a direita, pois é claro que
uk(u,v) Novk(u,v) = {0} ek(u,v)u Nk(u,v)v = {0}.

H4 duas outras propriedades satisfeitas pela dlgebra livre que serdo utilizadas mais adiante
e estdo enunciadas abaixo.

— IN U {—oo} definida acima tem as seguintes

Lema 11. Todo elemento de k{u,v) se escreve de maneira tinica na forma
« +ug + vh,
ondea €k, g, h € k(u,v).

Demonstragio. Dado f = Y ,,.cpm&mm, s€ja § = Y cm Xum™ € S€ja h = Y,y &omm. Entdo,
f = a. +ug + vh. A unicidade segue da unicidade da decomposicdo de f como soma de
multiplos escalares dos elementos de M. U

De modo simétrico, também temos decomposic¢do tnica de elementos de k(u,v) na forma
B+gu+nv,compekeg nekiunv).

No Exercicio 8, vimos que existe um homomorfismo y: k — k(u, v), definido por u(x) = ae,
para todo & € k. E facil ver que p(a)f = fu(a), para todos a € ke f € k(u,v). Isso faz de
k(u,v) uma k-algebra, conforme a defini¢do abaixo.

Defini¢do. Um anel R dado com um homomorfismo y: k — R tal que p(a)r = ru(a), para
todos « € k er € R é chamado uma k-dlgebra. Se R e S sdo k-algebras com homomorfismos
ur:k = Repug: k — S, dizemos que um homomorfismo de anéis ¢: R — S é um homomor-
fismo de k-dlgebras se pur = us.

Exercicio 10. Seja R uma k-algebra. Mostre que se R for um dominio de Ore a direita, entdo
existe uma estrutura natural de k-dlgebra em Q;(R) com respeito & qual a imersdo candnica
A: R — Q,(R) é um homomorfismo de k-4lgebras.

Lema 12. Se R é uma k-dlgebra e 1: {u,v} — R é uma fungio, entdo existe um iinico homomorfismo
de k-dlgebras ¢: k(u,v) — R tal que p(u) = 1(u) e p(v) = 1(v).
11



Demonstragio. Defina uma fungdo I: M — R da seguinte maneira, 7(e) = 1 e I(z1...2,) =
((z1)...1(z¢). Seja pr: k — R o homomorfismo que dota R de uma estrutura de k-élgebra.
Entdo, a fungdo ¢: k(u,v) — R dada por

¢ Z At | = Z R (am)T(m)
meM meM

¢ um homomorfismo de algebras com a propriedade desejada. (Verifique essa afirmacao.)

Além disso, qualquer outro homomorfismo de é4lgebras k(u, v) — R que coincide com ¢ nos

elementos u e v coincidird também nos elementos de M e, portanto, em todos os elementos de

k(u,v). O

Observagio. O anel k(u,v) é também chamado de k-algebra livre de posto 2, pois o conjunto
de letras {u,v} tem dois elementos. Poderiamos considerar algebras livres cujos elementos
sdo combinacdes lineares sobre k de palavras formadas por letras de um alfabeto de tamanho
arbitrario (infinito, até) e o posto da algebra livre seria, entdo, a cardinalidade desse alfabeto.
Assim, a édlgebra livre de posto 1 é justamente o anel de polindmios em uma indeterminada
sobre k. Essa é a tinica algebra livre comutativa. Existem versdes dos Lemas 11 e 12 para
algebras livres de postos arbitrarios.

5. CORPOS DE FRACOES DA ALGEBRA ASSOCIATIVA LIVRE

Como vimos na se¢do anterior, a dlgebra livre k(u, v) ndo é um dominio de Ore. Nesta secdo
veremos que, ainda assim, k(u, v) tem um anel com divisdo de fragdes.

Comegaremos com um critério para identificar algebras livres como subélgebras de outros
anéis.
Defini¢do. Seja R um anel e seja S um subanel de R. Dados ay,...,4, € R, diremos que o
conjunto {ay,...,a,} é linearmente independente a direita sobre S se para todos by,...,b, € S,
aby + - +ayb, = 0 implicar by = --- = b, = 0. O conjunto {ay,...,a,} é linearmente
dependente a direita sobre S se ndo for linearmente independente a direita sobre S.

Exercicio 11. Seja R um dominio. Mostre que R é um dominio de Ore a direita se, e somente se,
para todos a,b € R, o conjunto {a,b} for linearmente dependente a direita sobre R.

O critério abaixo foi obtido por A. V. Jategaonkar em 1969.

Lema 13. Seja k um corpo e seja R uma k-dlgebra. Sejam a,b € R. Se {a, b} é linearmente indepen-
dente a direita sobre R, entdo existe um homomorfismo injetor de k-dlgebras ¢: k{u,v) — R tal que
p(u) =aep(v) =b.

Demonstragio. Pelo Lema 12, existe um tnico homomorfismo de k-algebras ¢: k(u,v) — R
que satisfaz ¢(u) = a e ¢(v) = b. Mostremos que ¢ é injetor. Suponha, por absurdo, que
ker¢ # {0} e tome f € ker¢, f # 0, de grau minimo n, digamos. Pelo Lema 11, podemos
escrever f naforma f = a +ug+vh,coma €k, g, h € k(u,v). Seg = h = 0, teriamos pg(a) =
¢(f) = 0, onde pugr: k — R denota o homorfismo que define a estrutura de k-dlgebra em R.
Como pg € injetor (pois tem como dominio um corpo), seguiria & = 0, o que é impossivel, pois
f # 0. Assuma, assim, que § # 0, por exemplo. (O argumento é andlogo se i # 0.) Temos,
portanto,

0=¢(flp(v) = ¢(fv) = p(av + ugv + vhv)
= ¢(u(gv) +v(a +hv)) = ap(gv) + bp(a + hv).
Como {a,b} é linearmente independente & direita sobre R segue, em particular, que ¢(gv) = 0.
Novamente, sejam B € ke p,q € k(u, v) tais que § = B + up + vq. Temos
0= ¢(g0) = ¢(po + upv + vqo) = ap(po) + bp(f + qv).
Assim, pv, B+ qv € ker¢. Como gr(g) < n —1, segue gr(p),gr(q) < n — 2 e, portatnto

gr(pv),gr(B +qv) < n — 1. Pela minimalidade do grau de f, temos, necessariamente, pv = 0
12



e f+quv = 0. A unicidade do Lema 11 garante, portanto, que B = 0 e p = g = 0. Dai segue
g = 0, uma contradicao.
Portanto, ¢ é injetor. U

Um dominio R que ndo é um dominio de Ore a direita contém, pelo Exercicio 11, um par de
elementos {a,b} que é linearmente independente a direita sobre R. O Lema 13 tem, assim, a
seguinte consequéncia.

Corolario 14. Seja k um corpo e seja R uma k-dlgebra que é um dominio, mas que nio é um dominio
de Ore a direita. Entdo existe um homomorfismo injetor de k-dlgebras k(u,v) — R. 0

De posse do resultado acima, Jategaonkar observa que uma k-dlgebra que é dominio de Ore
a esquerda R, mas ndo é um dominio de Ore a direita fornece uma imersdo da élgebra livre
k(u,v) em um anel com divisdo, dada pela composigdo

k(u,v) — R — Q.(R),

onde o primeiro homomorfismo existe pelo Corolario 14 e o segundo, pelo Teorema 5. Um
exemplo de uma tal algebra foi visto na Segdo 3: o endomorfismo ¢ do corpo das fragdes
racionais k(t) sobre k que satisfaz o(t) = t* ndo é sobrejetor. Logo R = k(t)[x;c] é uma k-
algebra (verfique essa afirmagdo) que é um dominio de Ore & esquerda mas ndo é um dominio
de Ore a direita. Portanto, existe um homomorfismo injetor k(u, v) — Q. (k(t)[x;0]).

A construgdo de uma imersdo da algebra livre em um anel com divisdo pelo método de
Jategaonkar tem antecedentes histéricos. A primeira construgdo de um anel com divisdo que
contém um subanel isomorfo a uma &lgebra livre foi apresentada por R. Moufang em 1937,
porém seu método era diferente (cf. [6]).

6. A NAO UNICIDADE DO CORPO DE FRACOES DA ALGEBRA LIVRE

Lembremos que um anel com divisdo D é um anel com divisdo de fra¢des de um anel R se
existir um homomorfismo injetor p: R — D tal que D seja gerado, como anel com divisdo, por
p(R), isto é, tal que seja D o menor subanel com divisdo de D que contém p(R). (Ja tinhamos
encontrado essa defini¢do na Segdo 2, quando mostramos que se R é um dominio de Ore a
direita, entdo Q;(R) é um anel com divisdo de fragdes de R.) Assim, um anel R tem um anel
com divisdo de fragdes se, e somente se, existir um homomorfismo injetor de R em um anel
com divisdo. E claro que ser um dominio é condigao necessaria para um anel ter um anel com
divisdo de fragdes. Também ja fora mencionado na Sec¢do 2 que essa condi¢do ndo é suficiente
no caso nao comutativo.

Diremos que dois anéis com divisdo (p1, D1) e (p2, D2) de um anel R sdo isomorfos se exis-
tir um isomorfismo ¢: D1 — D; tal que ¢p; = pz. Vimos que dois corpos de fra¢des de
um dominio de integridade comutativo sdo sempre isomorfos (Coroldrio 3) e que dois anéis
com divisdo de fra¢gdes de um dominio de Ore (a direita ou a esquerda) sdo sempre isomorfos
(Exercicio 4).

Nesta se¢do veremos que a algebra livre k(u, v) tem uma familia infinita de anéis com di-
visdo de fra¢des ndo dois a dois isomorfos. Para tanto faremos uma elaboragédo da construcao
do anel com divisdo que contém a dlgebra livre visto na se¢do anterior. As ideias que serdo
apresentadas aqui foram propostas pela primeira vez por J. L. Fisher em 1971. Seguiremos a
apresentagdo de [18, Section 9C].

Comecemos por demonstrar um resultado que em conjunto com o Lema 13 estabelece um
critério de identificagdo de geradores de uma algebra livre em anéis de polindmios skew.

Durante o restante desta se¢do k denotard um corpo.

Lema 15. Seja o um endomorfismo de k e sejam o, € k. Se {w, B} é um conjunto linearmente
independente sobre o (k), entio {ax, Bx} é linearmente independente a direita sobre k[x; o].
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Demonstragio. Sejam f,g € k[x; 0] tais que axf 4+ Bxg = 0. Devemos mostrar que f = ¢ = 0.
Sejam o, ..., Yn, d0,...,0n € k tais que

f:f)/0_|_..._l’_r)/nxn e g:(50_|_..._1’_5nx”_

(Nao exigimos que vy, = 0 ou que 6, = 0, apenas que as representa¢des de f e g tenham o
mesmo nimero de termos, o que é sempre possivel.) Entdo

0=axf+ pxg
= (a0 (70) + Bo(80)) x + (a0 (11) + Bo(61)) ¥
-+ (ao(7a) + Bo(8)) .

Portanto, ac(7y;) + Bo(d;) = 0, paratodoi =0, ...,n. Como {«, B} é linearmente independente
sobre o (k), segue o(7v;) = 0(é;) = 0, paratodo i = 0,...,n. Pela injetividade de o, obtemos

f=g=0. =

Seja K = k(t) o corpo das fragdes racionais sobre k. Para cada inteiro n > 2, denote por 0, 0
endomorfismo de K que satisfaz 0, (t) = " e seja R, = K[x; 0,,] 0 anel de polindmios skew.

Lema 16. O conjunto {x,tx} C R, é linearmente independente a direita sobre R,,.

Demonstragio. O conjunto {1,t} C K é linearmente independente sobre ¢ (K), pois se existis-
sem f,g,p,q € k[t], g,q # 0 tais que

ORICR

teriamos — f (")q(t") = tp(t")g(#"), o que é impossivel se a combinagdo linear néo for trivial,
pois nesse caso, o lado esquerdo da ultima igualdade teria grau multiplo de n, enquanto o
lado direito teria grau congruente a 1 médulo 1. Segue, portanto, do Lema 15 que {x, fx} é um
subconjunto de R, linearmente independente a direita sobre R,. U

Pelo Lema 13, existe um homomorfismo injetor de k-algebras p,: k(u,v) — R, tal que
pn(1t) = x,p,(v) = tx. Ainda, como R, é um dominio de Ore a esquerda, existe um homomor-
fismo injetor A,: R, — D,, onde D, denota o anel com divisdo Q.(R,) de fragdes de R,. Seja
8;/1 - /\npn.

Lema 17. (e, D,,) é um corpo de fracdes de k{u,v).
Demonstragio. Seja F um subanel com divisdo de D,, tal que ¢,(k(u,v)) C F. Mostremos que
F = D,,. Com efeito,

An(x) = Appn(u) = €,(u) € e,(k{u,v)) CF

A () An(x) = Ap(tx) = Aypn(v) = €4 (v) € €,(k(u,v)) CF.

Portanto, A, (t) = (An(t)An(x))An(x) ! € F, uma vez que F é um anel com divisdo e A,(x) #
0, pois A, é injetor. Como A, é um homomorfismo de k-dlgebras (por ser uma composta de ho-
momorfismos de k-algebras), segue A, (k(t)) C F. Portanto, F contém A, (k(t)[x;0]) e, sendo
um anel com divisado, deve conter D,,. O

Teorema 18. Com a notagio acima, se m # n, nio existe um homomorfismo de anéis ¢: D,, — D,, tal
que Ye,, = €y. (E, portanto, (¢, D) € (€n, Dy) sdo corpos de fracdes de k{(u,v) nio isomorfos.)
14



Demonstracdo. Para todo inteiro » > 2, temos

(er(u) e () = (Ar(x) A (1)) = (Ar(x) AL (DA (%))

= A () T () A (x) = A () TTAL(F )
= A (x) A (0r (D)) = Ar(x) T Ap(xt)
= Ar(xX) T AH() AL (E) = Ar(E)

= AL (DA(0)A(x) 7 = A (tx) A, (x) 7

=&, (v)e,(u) L.

Se existisse um homomorfismo de anéis y: D,, — D, tal que e, = ¢,, teriamos, portanto,
(en()"en(0)" = (pem(w) pen(2)" = ¢ (en()em(2))")
( m(v) m (1)~ )—Sn@)sn(”)il
= (en(u)en(v))".
Mas lembremos que &, (1) e, (v) = Ay (x)7'A,(£)An(x) e, assim,
An(X) A ()" A (%) = (A () A (D) A ()" = (A (%) An () An(x))"
= A ()7L (1) A (%),

Isso implica A, (#") = A, (#"). Mas como A, é injetor, teriamos " = " em R,;, uma contradic&o.

7. COMENTARIOS FINAIS

(1) Mencionamos na Segdo 2 que existem dominios que ndo tém anéis com divisdo de
fragdes. O primeiro exemplo foi construido por Malcev em 1937 e trata-se de um
dominio cujo mondide multiplicativo ndo pode ser imerso em um grupo. Os detalhes
dessa construgdo podem ser encontrados, por exemplo, em [18, Section 9B]. Em 1967,
trés matematicos, L. A. Bokut, A. J. Bowtell e A. A. Klein, de maneira independente,
apresentaram exemplos de dominios cujos monéides multiplicativos sdo imersiveis
em grupos e ainda assim, eles ndo tém anéis com divisdo de fragdes. Para outros co-

mentdrios sobre essas construgdes, ver [5], pp. 486-7.

(2) Nao podemos falar em o anel de fragdes da algebra livre k(u,v), pois como vimos na
Secéo 6, ela tem infinitos anéis com divisdo ndo isomorfos entre si. Porém, como mos-
trou S. A. Amitsur em 1966, existe um anel com divisdo de fragdes de k(u, v), chamado
corpo universal de fracdes de k(u, v) a partir do qual todos os demais anéis de fragdes de
k(u, v) podem ser obtidos por “especializagdes”. O corpo universal de fra¢des de uma

algebra livre é tinico a menos de isomorfismos. (Ver [1].)

(3) Nas décadas 1960-70, P. M. Cohn desenvolve a teoria de “anéis de ideais livres” e mos-
tra que todos eles tém corpos universais de fragdes sobre os quais todas as matrizes
plenas sdo inversiveis e, assim, o corpo universal de fragdes de uma éalgebra livre pode
ser obtido por inversdo ndo de elementos mas sim de matrizes. A referéncia principal

para a teoria de anéis de ideais livres é [5].

(4) Existe uma versdo mais geral da construgdo de anéis de polindmios skew. Seja R um
anel, seja ¢ um endomorfismo de R e seja é uma c-derivagdo de R, isto é,6: R — R é

uma fungdo que satisfaz
(@) 6(a+b)=6(a)+6(b)e
(b) d(ab) = c(a)é(b) +d(a)b,

para todos a,b € R. Entdo o conjunto dos polindmios

R[x;0,8) ={ap+ax+---+a,x" : n>0, a; € R}
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tem uma estrutura de anel associativo com unidade com multiplicagdo satisfazendo
xa=oc(a)x+6(a), acR.

Se R for um dominio de Ore a esquerda e o for injetor, R[x;c,d] serd também um
dominio de Ore a esquerda. Além disso, se R for um anel com divisdo, entdo R[x; o, J]
serd um dominio de ideais a esquerda principais, que ndo é um dominio de ideais a
direita principais se ¢ ndo for sobrejetor. (Ver, por exemplo, [7, Section 5.2].)

Um exemplo importante de uma algebra que é um anel de polindmios skew com
derivacdo é a chamada primeira dlgebra de Weyl,

Ay (k) = klf] [x; I, Cﬂ ,

onde k denota um corpo, I: k[t] — k[t] 0 endomorfismo identidade e 4 : k[t] — k[t] a
derivada usual no anel de polinémios k[t]. Assim, A;(k) é a k-algebra gerada por x e
t, sujeitos a relagao

xt—tx =1.

Essa dlgebra tem papel de relevancia na teoria quéntica e foi considerada pela primeira
vez na década de 1920.

Mais recentemente, varios exemplos de grupos quanticos foram construidos por
meio de extensdes de Ore. (Ver [17].)

(5) Anéis com divisdo de fra¢des de dominios de Ore sdo frequentemente anéis com divisao
de dimensao infinita sobre seus centros. Essa é uma das razdes pelas quais sabe-se
pouco acerca da estrutura deles. Anéis com divisdo de dimenséao finita, por outro lado,
sdo bem mais conhecidos. Para um panorama da histéria dos anéis com divisdo de
dimensao finita, ver [2]. O livro [16] contém uma apresentagdo bem completa (com
demonstracdes) de boa parte da teoria mencionada em [2].

(6) Um exemplo do tipo de dificuldade encontrado na teoria de anéis com divisdo de di-
mensdo infinita é ilustrado pela seguinte conjectura (proposta por L. Makar-Limanov
em 1984): se D é um anel com divisdo de dimensao finita sobre seu centro k e D é finita-
mente gerado como anel com divisdo sobre k, entdo D contém uma subdlgebra livre de
posto 2. (Para maiores detalhes sobre esse problema e outros problemas relacionados,
incluindo solugdes parciais deles, ver [14] e [3].)

Incluimos entre as referéncias deste texto, além de livros e artigos diretamente citados, ou-
tros trabalhos relacionados com os temas tratados e que podem ser de interesse do leitor.
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