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RESUMO. Veremos como a construção do corpo de frações de um domı́nio de integridade co-
mutativo se generaliza para o contexto de anéis não necessariamente comutativos. Especial
atenção será devotada aos chamados anéis de polinômios “skew”, uma generalização natural
dos anéis de polinômios usuais, que reparte com esses muitas propriedades aritméticas. Como
aplicação das técnicas apresentadas, veremos que, mesmo quando existe, o “corpo de frações”
de um domı́nio de integridade não comutativo não é necessariamente único.

INTRODUÇÃO

Este texto contém o material apresentado no minicurso de mesmo tı́tulo ministrado pelo
autor na XXIII Semana de Matemática do Departamentdo de Matemática da UFRN, realizada
em Natal, RN, no perı́odo de 17 a 21 de outubro de 2011.

O autor agradece aos organizadores do evento pelo convite.

1. DOMÍNIOS DE INTEGRIDADE COMUTATIVOS

Por convenção, todos os anéis tratados neste texto serão associativos e conterão um ele-
mento identidade não nulo que é herdado por subanéis e preservado por homomorfismos. O
conjunto dos elementos não nulos em um anel R será denotado por R×.

Um anel comutativo R é, por definição, um domı́nio de integridade se R não contiver divisores
de zero, isto é, se para todos a, b ∈ R, ab = 0 implicar a = 0 ou b = 0.

Em um domı́nio de integridade R se a, b, c ∈ R são tais que ac = bc e c 6= 0, então a = b.
Dizemos que em R temos “cancelamento”.

Exemplos. (1) Corpos são domı́nios de integridade. (Lembremos que um anel comutativo
R é um corpo se para todo a ∈ R, a 6= 0, existir a−1 ∈ R tal que aa−1 = 1.)

(2) O anel dos números inteiros Z é um domı́nio de integridade.
(3) Se k é um corpo, o anel dos polinômios em uma indeterminada

k[x] = {α0 + α1x + · · ·+ αnxn : n ≥ 0, αi ∈ k}
sobre k é um domı́nio de integridade.

Todo subanel de um domı́nio de integridade é um domı́nio de integridade. Em particular,
todo subanel de um corpo é um domı́nio de integridade. O teorema abaixo mostra que os
subanéis de corpos são, na realidade, todos os domı́nios de integridade.

Teorema 1. Um anel comutativo R é um domı́nio de integridade se, e somente se, existir um corpo K e
um homomorfismo injetor R→ K.

Demonstração. A condição é claramente suficiente, como já observamos acima. Para demons-
trar que é também necessária, procedemos à construção do “corpo de frações” de R. (Daremos
uma definição precisa abaixo.)

Definimos no conjunto R× R× a seguinte relação:

(a, b) ∼ (c, d)⇐⇒ ad = bc.

Essa relação é reflexiva e simétrica, pois R é comutativo, e é transitiva, pois (a, b) ∼ (c, d) e
(c, d) ∼ (e, f ) implicam ad f = bc f = bde e, por cancelamento de d, segue (a, b) ∼ (e, f ). Em
outras palavras, ∼ é uma relação de equivalência no conjunto R× R×.

Data: 13 de outubro de 2011.
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Dado (a, b) ∈ R× R×, a classe de equivalência de (a, b) com respeito à relação ∼ será de-
notada por [(a, b)], isto é, [(a, b)] = {(c, d) ∈ R × R× : ad = bc}. No conjunto quociente
(R× R×)/∼ =

{
[(a, b)] : (a, b) ∈ R× R×

}
, definimos duas operações binárias, + (soma) e ·

(multiplicação), da seguinte maneira,

[(a, b)] + [(c, d)] = [(ad + cb, bd)] e [(a, b)] · [(c, d)] = [(ac, bd)].

Observe que as classes de equivalência que ocorrem nos lados direitos das igualdades acima
estão bem definidas, uma vez que como b, d ∈ R× e R é um domı́nio de integridade, bd ∈ R×.

Como nas definições de soma e multiplicação acima fizemos escolhas de representantes das
classes de equivalência que estavam sendo operadas, é necessário mostrar que as definições
não dependem das escolhas desses representantes. Assim, dados (a, b), (a′, b′), (c, d), (c′, d′) ∈
R × R× tais que (a, b) ∼ (a′, b′) e (c, d) ∼ (c′, d′), temos (ad + cb)b′d′ = ab′dd′ + cd′bb′ =
ba′dd′ + dc′bb′ = (a′d′ + c′b′)bd e, portanto, (ad + cb, bd) ∼ (a′d′ + c′b′, b′d′). A verificação de
que a multiplicação também independe da escolha dos representantes é semelhante.

É uma verificação rotineira o fato de que com as operações definidas acima, o conjunto
(R × R×)/∼, que denotaremos de agora em diante por Frac(R), é um anel comutativo com
elemento neutro [(0, 1)] e identidade [(1, 1)]. Ainda, Frac(R) é um corpo, uma vez que se
[(a, b)] 6= [(0, 1)], então a 6= 0 e, portanto, [(b, a)] ∈ Frac(R). (Veja o Exercı́cio 1 abaixo.)

Finalmente, a função λ : R → Frac(R), definida por λ(a) = [(a, 1)], para todo a ∈ R, é um
homomorfismo injetor (Exerı́cio 1). �

Os elementos de Frac(R) são denotados usualmente por frações, a
b = [(a, b)]. O homomor-

fismo injetor λ construı́do acima é chamado imersão canônica de R em Frac(R).

Exercı́cio 1. No contexto da construção de Frac(R) a partir do domı́nio de integridade R na
demonstração do Teorema 1, demonstre que [(0, 1)] = [(0, b)] e [(1, 1)] = [(b, b)], qualquer que
seja b ∈ R×. Mostre também que [(a, b)] = [(0, 1)] se, e somente se, a = 0. E conclua que se
a ∈ R×, então [(a, b)] · [(b, a)] = [(1, 1)].

Mostre que a função λ : R→ Frac(R) é um homomorfismo injetor.

A construção do corpo Frac(R) apresentada acima foi descrita pela primeira vez por E. Stei-
nitz em 1910 no contexto da aritmetização da análise, trabalho ao qual se dedicaram muitos
matemáticos no final do século XIX (cf. [10]). Esse é o método ensinado em cursos de ma-
temática nos dias de hoje e generaliza a construção do corpo dos números racionais a partir do
domı́nio de integridade dos números inteiros (ver, por exemplo, [12, Section 21] ou, para um
texto em português, [13, Seção III.5]).

Um segundo exemplo da aplicação desse método é o da construção do corpo k(x) das frações
racionais em uma indeterminada sobre um corpo k. Por definição,

k(x) = Frac(k[x]) =
{

f
g

: f , g ∈ k[x], g 6= 0
}

.

Nas aplicações, fazemos mais uso da seguinte propriedade “universal” do corpo Frac(R) do
que de sua construção propriamente dita.

Teorema 2. Seja R um domı́nio de integridade. Então, dado um corpo K e um homomorfismo injetor
ϕ : R→ K, existe um único homomorfismo ψ : Frac(R)→ K tal que ψλ = ϕ, onde λ : R→ Frac(R)
denota a imersão canônica.

Observe que o homomorfismo ψ no enunciado do teorema acima será injetor, uma vez que
tem como domı́nio um corpo.

Demonstração. Defina ψ : Frac(R) → K por ψ( a
b ) = ϕ(a)ϕ(b)−1, para todo a

b ∈ Frac(R). Note
que como b ∈ R× e ϕ é injetor, ϕ(b) 6= 0 e, portanto, é inversı́vel em K. A função ψ está bem
definida, uma vez que se a

b = a′
b′ , então ϕ(a)ϕ(b′) = ϕ(ab′) = ϕ(a′b) = ϕ(a′)ϕ(b) e, assim,

ϕ(a)ϕ(b)−1 = ϕ(a′)ϕ(b′)−1.
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Além disso, ψ é um homomorfismo, pois ψ( 1
1 ) = ϕ(1)ϕ(1)−1 = 1 e se a

b , c
d ∈ Frac(R), temos

ψ
( a

b
+

c
d

)
= ψ

(
ad + cb

bd

)
= ϕ(ad + cb)ϕ(bd)−1

=
(

ϕ(a)ϕ(d) + ϕ(c)ϕ(b)
)

ϕ(b)−1ϕ(d)−1

= ϕ(a)ϕ(b)−1 + ϕ(c)ϕ(d)−1

= ψ
( a

b

)
+ ψ

( c
d

)
e

ψ
( a

b
· c

d

)
= ψ

( ac
bd

)
= ϕ(ac)ϕ(bd)−1 = ϕ(a)ϕ(b)−1ϕ(c)ϕ(d)−1 = ψ

( a
b

)
ψ
( c

d

)
.

Finalmente, se ρ : Frac(R) → K é um homomorfismo que satisfaz ρλ = φ, então, para todo
a
b ∈ Frac(R), temos

ρ
( a

b

)
= ρ

(
a
1
· 1

b

)
= ρ

(
a
1
·
(

b
1

)−1
)

= ρ
( a

1

)
ρ

(
b
1

)−1

= ρλ(a)ρλ(b)−1 = ϕ(a)ϕ(b)−1 = ψ
( a

b

)
,

ou seja, ρ = ψ. �

Uma consequência importante do teorema acima é o fato de o corpo Frac(R) ser único, num
sentido que será precisado no Corolário 3.

Dados um anel R, um par (K, ρ), onde K é um corpo e ρ : R → K é um homomorfismo
injetor, é um corpo de frações de R se para todo subcorpo K0 de K tal que ρ(R) ⊆ K0, tivermos
K0 = K. (Isso é o mesmo que dizer que K é gerado por ρ(R) como um corpo.)

Vimos no Teorema 1 que um anel R é um domı́nio de integridade se, e somente se, R tiver
um corpo de frações, uma vez que se ρ : R → K for um homomorfismo injetor de R em um
corpo K, então o subcorpo de K gerado por ρ(R) será um corpo de frações de R.

Ainda, se R é um domı́nio de integridade e se λ : R → Frac(R) é a imersão canônica,(
Frac(R), λ

)
é um corpo de frações de R, pois todo subcorpo de Frac(R) que contiver λ(R)

deverá conter o conjunto {λ(a)λ(b)−1 : a, b ∈ R, b 6= 0} = Frac(R).

Corolário 3. Seja R um anel e seja (K, ρ) um corpo de frações de R. Então existe um isomorfismo
ψ : Frac(R)→ K tal que ψλ = ρ, onde λ : R→ Frac(R) denota a imersão canônica.

Demonstração. Pelo Teorema 2, existe um homomorfismo (injetor) ψ : Frac(R) → K tal que
ψλ = ρ. Mas, ψ

(
Frac(R)

)
é um subcorpo de K que contém ψλ(R) = ρ(R). Portanto,

ψ
(

Frac(R)
)
= K, isto é, ψ é também sobrejetor. �

Em vista do corolário acima, podemos chamar o corpo Frac(R) construı́do a partir de um
domı́nio de integridade R de o corpo de frações de R.

2. DOMÍNIOS DE ORE

Nesta seção veremos o que do que foi visto na seção anterior pode ser generalizado para o
caso de anéis genéricos, não necessariamente comutativos. A pergunta mais natural, assim, é
“quais são aqueles anéis que podem ser imersos em um corpo não necessariamente comuta-
tivo?”

Para abordar essa questão, vamos começar por precisar os termos utilizados.

Definição. Um anel R não necessariamente comutativo é um domı́nio de integridade, ou sim-
plesmente, um domı́nio, se para todos a, b ∈ R, ab = 0 implicar a = 0 ou b = 0. (Esta é a mesma
definição de domı́nio de integridade comutativo, exceto por não fazermos agora a exigência
da comutatividade de R.)
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Um anel R é um anel com divisão se todo elemento não nulo de R for inversı́vel em R, ou seja,
se para todo a ∈ R, a 6= 0, existir a−1 ∈ R tal que aa−1 = a−1a = 1. (Isto é, os anéis com divisão
são justamente os “corpos não necessariamente comutativos”.)

É claro que os anéis com divisão comutativos são exatamente os corpos. O primeiro anel
com divisão não comutativo foi construı́do por W. R. Hamilton em 1843 e é conhecido como o
anel com divisão dos quatérnios. Esse anel é o conjunto HR formado por todas as combinações
lineares reais dos sı́mbolos 1, i, j, k. Trata-se, então, de um espaço vetorial sobre R de dimensão
4, com multiplicação satisfazendo as seguintes regras,

i2 = j2 = −1, ij = −ji = k,

e (αx)(βy) = (αβ)(xy), para todos α, β ∈ R e x, y ∈ {1, i, j, k}. Observe que HR não é comuta-
tivo e é de fato um anel com divisão porque 1 é seu elemento identidade e dados α, β, γ, δ ∈ R

não todos nulos, temos

(α1 + βi + γj + δk)(α1− βi− γj− δk) = (α2 + β2 + γ2 + δ2)1.

Teremos a oportunidade de encontrar o anel com divisão dos quatérnios novamente na próxi-
ma seção. (Para uma contextualização histórica da descoberta dos quatérnios, ver [19].)

Observemos que, assim como ocorria no caso comutativo, todo anel com divisão é um
domı́nio e todo subanel de um domı́nio é ainda um domı́nio. Em particular, todo subanel
de um anel com divisão é um domı́nio.

Porém, ao contrário do que acontece no caso comutativo, existem domı́nios que não podem
ser imersos em um anel com divisão. O primeiro exemplo de um anel com essas caracterı́sticas
foi construı́do por A. I. Malcev em 1937. Neste texto, trateremos de um problema mais restrito
e cujos detalhes apresentamos abaixo.

Suponha que R seja um anel e suponha que exista um anel com divisão Q que contém R
como subanel e que satisfaz a seguinte condição: todo elemento de Q é da forma ab−1, com
a, b ∈ R, b 6= 0. Neste caso, dados a, b ∈ R com b 6= 0, temos b−1a ∈ Q e, portanto, existem
c, d ∈ R, d 6= 0, tais que b−1a = cd−1, o que implica ad = bc. Se a 6= 0, como R é um domı́nio
(por ser um subanel de um anel com divisão), teremos 0 6= ad = bc ∈ aR ∩ bR. O. Ore em
1931 observou que essa condição, juntamente com o fato de R não conter divisores de zero, é
também suficiente para garantir que R seja imersı́vel em um anel com divisão, como veremos
abaixo.

Definição. Um anel R é um domı́nio de Ore à direita se R for um domı́nio e se para todos a, b ∈
R×, aR ∩ bR 6= {0}.

Observe que um anel comutativo é um domı́nio de Ore à direita se, e somente se, for um
domı́nio de integridade. Assim, domı́nios de Ore são uma generalização de domı́nios de inte-
gridade comutativos. Na próxima seção veremos exemplos de domı́nios de Ore não comutati-
vos. Claro que, por simetria, podemos definir também domı́nios de Ore à esquerda.

Teorema 4. Seja R um anel. Então existe um anel com divisão Q e um homomorfismo injetor λ : R→
Q tais que todo elemento de Q pode ser escrito na forma λ(a)λ(b)−1, com a, b ∈ R, b 6= 0 se, e somente
se, R for um domı́nio de Ore à direita.

Demonstração. No parágrafo que precede a definição de domı́nio de Ore à direita, vimos que a
condição é necessária. A suficiência é demonstrada de maneira análoga à construção do corpo
de frações de um domı́nio de integridade comutativo, porém as verificações dos detalhes são
mais longas, como veremos abaixo.

Assim, assuma que R é um domı́nio de Ore à direita e defina no conjunto R× R× a seguinte
relação:

(1) (a, b) ∼ (c, d)⇐⇒ existem u, v ∈ R× tais que au = cv e bu = dv.
4



Em outras palavras, e de maneira menos precisa, os pares (a, b) e (c, d) (que serão pensados
como frações) estarão relacionados se quando colocados sobre o mesmo denominador, os nu-
meradores coincidirem1.

Mostremos que a relação definida em (1) é uma relação de equivalência. Ela é claramente
simérica. Dado (a, b) ∈ R× R×, para mostrar que (a, b) ∼ (a, b), basta tomar u = v = 1 em (1).
Finalmente, sejam (a, b), (c, d), (e, f ) ∈ R× R× tais que (a, b) ∼ (c, d) e (c, d) ∼ (e, f ). Então
existem u, v, s, t ∈ R× tais que {

au = cv
bu = dv e

{
cs = et
ds = f t

Pela condição de Ore, vR ∩ sR 6= {0} e, portanto, existem p, q ∈ R tais que vp = sq 6= 0. Em
particular, p, q ∈ R×. Assim, a(up) = cvp = csq = e(tq) e b(up) = dvp = dsq = f (tq). Como
R é um domı́nio, up, tq ∈ R×. Segue (a, b) ∼ (e, f ).

Denote por (R × R×)/∼ o conjunto quociente e por [(a, b)] a classe de equivalência de
(a, b) ∈ R × R× com respeito à relação ∼, isto é, [(a, b)] é aquele elemento de (R × R×)/∼
definido por

[(a, b)] = {(c, d) ∈ R× R× : (c, d) ∼ (a, b)}.
Vamos, agora, definir operações binárias em (R× R×)/∼ com respeito às quais o conjunto

quociente será um anel. Começamos por definir a adição. Assim, dados (a, b), (c, d) ∈ R× R×
definimos

(2) [(a, b)] + [(c, d)] = [(ae + c f , be)], onde e, f ∈ R× são tais que be = d f .

Observe que como b, d ∈ R×, pela condição de Ore à direita, temos bR ∩ dR 6= {0} e, portanto,
existem e, f ∈ R tais que be = d f 6= 0. Em particular, e, f ∈ R×.

É preciso mostrar que essa operação está bem definida, o que, neste caso, envolve a verifi-
cação de que a definição em (2) não depende da escolha dos elementos auxiliares e, f e que,
além disso, não depende das escolhas dos representantes das classes de equivalência [(a, b)] e
[(c, d)].

Sejam então e, f , e′, f ′ ∈ R× tais que be = d f e be′ = d f ′. Pela condição de Ore à direita,
existem r, s ∈ R× tais que er = e′s. Assim, d f r = ber = be′s = d f ′s e, como d 6= 0, segue f r =
f ′s. Portanto, (ae + c f )r = (ae′ + c f ′)s e (be)r = (be′)s. Logo, (ae + c f , be) ∼ (ae′ + c f ′, be′).

Mostremos, agora, que a definição em (2) não depende da escolha dos representantes no
primeiro termo. Assim, sejam (a, b), (a′, b′), (c, d) ∈ R × R× tais que (a, b) ∼ (a′, b′). Então
existem p, q ∈ R× tais que ap = a′q e bp = b′q. Pela condição de Ore à direita, dR ∩ bpR 6= {0}
e, portanto, existem x, y ∈ R× tais que dx = bpy = b′qy. Logo, pelo que vimos no parágrafo
anterior, (ae + c f , be) ∼ (apy + cx, bpy) e (a′e + c f , b′e) ∼ (a′qy + cx, b′qy), onde e, f ∈ R×
são tais que be = d f . Mas apy = a′qy e, portanto, (apy + cx, bpy) = (a′qy + cx, b′qy). Logo
(ae + c f , be) ∼ (a′e + c f , b′e).

Observe que a definição da adição em (2) é simétrica e, assim, também independe da escolha
de representantes do segundo termo.

Passamos, agora, à definição da multiplicação em (R×R×)/∼. Sejam (a, b), (c, d) ∈ R×R×.
Definimos

(3) [(a, b)] · [(c, d)] = [(a f , de)], onde e ∈ R×, f ∈ R são tais que ce = b f .

Aqui, se c ∈ R×, pela condição de Ore à direita, existem e, f ∈ R× tais que ce = b f , ao passo
que se c = 0, basta tomar f = 0 e e = 1.

Novamente, é necessário mostrar que a definição de multiplicação em (3) não depende
das escolhas nem dos elementos auxiliares e, f , nem dos representantes das classes de equi-
valência. Essa verificação será deixada a cargo do leitor, assim como as verificações das demais
afirmações não demonstradas nos próximos três parágrafos (veja o Exercı́cio 2 abaixo).

1Observe, também, que se R for um domı́nio de integridade comutativo, essa é exatamente a mesma relação de
equivalência que definimos na demonstração do Teorema 1.
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Afirmamos que com as operações definidas em (2) e (3), o conjunto (R× R×)/∼ é um anel
associativo com elemento neutro para a adição [(0, 1)], identidade [(1, 1)] e tal que −[(a, b)] =
[(−a, b)], para todos (a, b) ∈ R× R×. Esse anel será denotado por Qd(R).

Observe que Qd(R) é um anel com divisão, uma vez que se [(a, b)] 6= [(0, 1)], então a 6= 0 e,
portanto, (b, a) ∈ R× R×. Assim, [(a, b)] · [(b, a)] = [(b, a)] · [(a, b)] = [(1, 1)].

Finalmente, considere a função λ : R→ Qd(R) definida por λ(a) = [(a, 1)], para todo a ∈ R.
Então λ é um homomorfismo de anéis porque λ(1) = [(1, 1)] e se a, c ∈ R, então λ(a + c) =
[(a+ c, 1)] = [(a, 1)]+ [(c, 1)] (tomando e = f = 1 em (2)) e [(ac, 1)] = [(a, 1)] · [(c, 1)] (tomando
e = 1, f = c em (3)). Além disso, λ é injetor pois se a ∈ R é tal que [(0, 1)] = λ(a) = [(a, 1)],
então a = 0. Por fim, dado [(a, b)] ∈ Qd(R), temos [(a, b)] = [(a, 1)] · [(1, b)] = [(a, 1)] ·
[(b, 1)]−1 = λ(a)λ(b)−1. �

Exercı́cio 2. Com a notação da demonstração do Teorema 4 acima, demonstre as afirmações
abaixo.

(1) A definição de multiplicação no conjunto (R × R×)/∼ em (3) não depende nem das
escolhas dos elementos auxiliares e, f , nem dos representantes das classes de equi-
valência.

(2) [(a, b)] + [(0, 1)] = [(a, b)], para todos (a, b) ∈ R× R×.
(3) [(a, b)] = [(ac, bc)] , para todos (a, b) ∈ R× R× e c ∈ R×.
(4) [(a, b)] · [(1, 1)] = [(1, 1)] · [(a, b)] = [(a, b)], para todos (a, b) ∈ R× R×.
(5) Para todo b ∈ R×, [(b, b)] = [(1, 1)].
(6) Com as operações definidas em (2) e (3), (R× R×)/∼ é um anel associativo com uni-

dade.
(7) Para todo (a, b) ∈ R× R×, [(a, b)] = [(0, 1)] se, e somente se, a = 0. Use esse fato para

mostrar que Qd(R) é, de fato, um anel com divisão.

O método de Ore, descrito acima, foi completamente incorporado na teoria de anéis não co-
mutativos e sua descrição pode ser encontradas em vários livros introdutórios sobre o assunto,
como, por exemplo, [7], [18] e [22]. Seguimos neste texto, a apresentação da teoria encontrada
em [21, Section 4].

A exemplo do que ocorre no caso comutativo, Qd(R) também satisfaz uma propriedade
universal.

Teorema 5. Seja R um domı́nio de Ore à direita. Então, dado um anel com divisão D e um homomor-
fismo injetor ϕ : R → D, existe um único homomorfismo ψ : Qd(R) → D (que é injetor, pois D é um
anel com divisão) tal que ψλ = φ, onde λ : R → Qd(R) é o homomorfismo definido na demonstração
do Teorema 4.

Exercı́cio 3. Demonstre o Teorema 5. (Sugestão: Defina ψ
(
[(a, b)]

)
= λ(a)λ(b)−1, para cada

(a, b) ∈ R× R×, e tente imitar a demonstração do Teorema 2.)

A definição de corpo de frações de um domı́nio de integridade comutativo, que vimos na
Seção 1, faz sentido no contexto não comutativo.

Definição. Seja R um anel não necessariamente comutativo. Um par (ρ, D), onde D é um anel
com divisão e ρ : R → D é um homomorfismo injetor, é um anel com divisão de frações de R se
para todo subanel com divisão D0 de D tal que ρ(R) ⊆ D0, tivermos D0 = D.

Exercı́cio 4. Seja R um domı́nio de Ore à direita e seja λ : R→ Qd(R) o homomorfismo definido
na demonstração do Teorema 4.

(1) Mostre que
(
λ, Qd(R)

)
é um anel com divisão de frações de R.

(2) Mostre que dado um anel com divisão de frações (ρ, D) de R, existe um único isomor-
fismo ψ : Qd(R)→ D tal que ψλ = ρ.

Novamente, em vista do item (2) do Exercı́cio 4, Qd(R) é chamado de o anel com divisão
de frações do domı́nio de Ore à direita R e λ é chamado imersão canônica de R em Qd(R). É
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comum utilizarmos o termo corpo de frações de R para nos referirmos a Qd(R), mesmo Qd(R)
não sendo necessariamente um anel comutativo.

Se R é um domı́nio de Ore à esquerda, seu anel com divisão de frações é denotado por
Qe(R).

Exercı́cio 5. Mostre que se R é um domı́nio de Ore à direita e à esquerda, então Qd(R) ∼= Qe(R).

Exercı́cio 6. Mostre que se R é um domı́nio de integridade comutativo, então Frac(R) ∼= Qd(R).

A caracterização feita por Ore daqueles domı́nios R que têm anéis com divisão de frações
cujos elementos são escritos na forma ab−1, com a, b ∈ R, b 6= 0, passou aproximadamente 20
anos em hibernação no ambiente matemático. Foi apenas a partir dos trabalhos de A. Goldie
nas décadas de 1950–60 que as ideias de Ore foram retomadas e proporcionaram um grande
impulso no desenvolvimento do estudo de anéis noetherianos não necessariamente comuta-
tivos, uma área da álgebra que permanece vibrante até os dias de hoje. Para as contribuições
de Goldie à teoria de anéis, ver [11]; para introduções (bastante completas) à teoria de anéis
noetherianos não comutativos, indicamos [15] e [20].

Observação. O problema geral de descrição de quais são aqueles domı́nios que têm um anel
com divisão de frações foi completamente resolvido por P. M. Cohn em 1971. A obra [5] contém
a teoria desenvolvida por Cohn para a solução desse problema, entre outros resultados sobre
anéis com divisão e anéis relacionados2.

3. ANÉIS DE POLINÔMIOS SKEW

Nesta seção veremos que uma construção que generaliza a construção do anel de polinômios
em uma indeterminada sobre um corpo fornece uma vasta famı́lia de exemplos de domı́nios
de Ore.

Seja k um corpo e seja σ um endomorfismo de k, isto é, σ : k → k é um homomorfismo.
(Repare que, porque k é um corpo, σ é necessariamente injetor.) Considere o conjunto k[x; σ]
formado por todos os polinômios na indeterminada x com coeficientes em k à esquerda das
potências de x,

k[x; σ] = {α0 + α1x + · · ·+ αnxn : n ≥ 0, αi ∈ k}.
A estrutura aditiva com a qual k[x; σ] será munido é a mesma que tem o anel de polinômios

usual, isto é, dois elementos de k[x; σ] são somados somando coeficientes dos termos de mesmo
grau. Definiremos, porém, uma multiplicação em k[x; σ] que levará em conta a ação de σ e fará
de k[x; σ] um anel não necessariamente comutativo. Assim, dados f , g,∈ k[x; σ], digamos

f =
n

∑
i=0

αixi e g =
m

∑
j=0

β jxj,

definimos

f g =
n+m

∑
k=0

(
∑

i+j=k
αiσ

i(β j)

)
xk.

Ou seja, a multiplicação em k[x; σ] é aquela função bilinear em k[x; σ] que satisfaz

xα = σ(α)x, para todo α ∈ k, e xixj = xi+j, para todos i, j ≥ 0.

O conjunto k[x; σ] com as operações de adição e multiplicação defindas acima é um anel
associativo com unidade. (Verifique essa afirmação.) Além disso, se σ = Ik é o endomorfismo
identidade de k, então k[x; σ] = k[x], o anel de polinômios usual. Mas se σ 6= Ik, então k[x; σ]
não é um anel comutativo.

O anel k[x; σ] é chamado anel de polinômios skew, ou extensão de Ore, e foi definido pela
primeira vez por Ore em 1933, justamente com o intuito de exemplificar o seu método de
construção de corpos de frações não comutativos.

2Uma versão atualizada de [5] é o livro [8].
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Vamos definir uma função grau gr : k[x; σ] → N ∪ {−∞} de maneira análoga ao caso co-
mutativo: dado f = ∑n

i=0 αixi ∈ k[x; σ], com αn 6= 0, definimos gr( f ) = n e definimos gr(0) =
−∞. Aqui, N ∪ {−∞} deve ser entendido apenas como o conjunto dos números naturais N

acrescido de um sı́mbolo −∞ sujeito às seguintes condições: z + (−∞) = (−∞) + z = −∞,
para todo z ∈N∪ {−∞} e −∞ < n, para todo n ∈N.

Proposição 6. A função gr : k[x; σ]→N∪ {−∞} tem as seguintes propriedades:
(i) gr( f + g) ≤ max{gr( f ), gr(g)} e

(ii) gr( f g) = gr( f ) + gr(g),
para todos f , g ∈ k[x; σ].

Demonstração. Ambos os itens são verdadeiros se f = 0 ou g = 0, como é fácil de verificar.
Suponha, então, que f , g ∈ k[x; σ] sejam tais que

f = α0 + · · ·+ αnxn, com αn 6= 0, e g = β0 + · · ·+ βmxm, com βm 6= 0.

(i) Temos f + g = γ0 + · · ·+ γtxt, onde t = max{n, m} e γi = αi + βi com a convenção de
que αi = 0 se i > n e βi = 0 se i > m. Segue que gr( f + g) ≤ t.

(ii) Temos

f g =
n+m

∑
k=0

(
∑

i+j=k
αiσ

i(β j)

)
xk =

n+m−1

∑
k=0

(
∑

i+j=k
αiσ

i(β j)

)
xk + αnσn(βm)xn+m.

Como σ é injetor, segue αnσn(βm) 6= 0. Portanto gr( f g) = n + m = gr( f ) + gr(g).
�

Uma consequência imediata do item (ii) da proposição acima é o fato de k[x; σ] ser um
domı́nio. Na verdade, veremos que é possı́vel deduzir da existência de uma função grau muito
mais sobre as propriedades algébricas de k[x; σ].

Definição. Um anel R é um domı́nio de ideais à esquerda principais se R for um domı́nio e se para
todo ideal à esquerda I de R, existir a ∈ R tal que I = Ra.

Corolário 7. Se k é um corpo e σ é um endomorfismo de k, então k[x; σ] é um domı́nio de ideais à
esquerda principais.

Demonstração. Já vimos que decorre do item (ii) da Proposição 6 que R é um domı́nio. Para
mostrar que todo ideal à esquerda de k[x; σ] é principal, mostraremos que k[x; σ] satisfaz um
algoritmo de divisão com respeito à função gr, mais precisamente, mostremos que dados f , g ∈
k[x; σ], g 6= 0, existem q, r ∈ k[x; σ] tais que

f = qg + r, com gr(r) < gr(g).

De fato, se gr( f ) < gr(g), basta tomar q = 0 e r = f . Suponhamos, então, que gr( f ) ≥ gr(g),
digamos

f = α0 + · · ·+ αnxn, com αn 6= 0, g = β0 + · · ·+ βmxm, com βm 6= 0

e n ≥ m. Procedemos por indução em n− m. Se n− m = 0, então basta tomar q = αnβ−1
n e

r = f − αnβ−1
n . Suponha, então, que n−m ≥ 1 e seja f1 = f − αnxn−mβ−1

m g. Se gr( f1) < gr(g),
tome q = αnxn−mβ−1

m e r = f1, caso contrário, como gr( f1) < gr( f ), por hipótese de indução,
existem q1, r ∈ k[x; σ] tais que

f1 = q1g + r, com gr(r) < gr(g).

Portanto, f = (αnxn−mβ−1
m + q1)g + r e gr(r) < gr(g).

Agora, vejamos porque k[x; σ] é um domı́nio de ideais à esquerda principais. Seja I um ideal
à esquerda de R = k[x; σ]. Se I = {0}, então, I = R0. Se I 6= {0}, tome g ∈ I, g 6= 0, com
gr(g) mı́nimo entre os graus dos elementos não nulos de I. Mostremos que I = Rg. De fato,
se f ∈ I, então, com vimos acima, existem q, r ∈ k[x; σ] tais que f = qg + r, com gr(r) < gr(g).
Logo r = f − qg ∈ I, pois I é um ideal à esquerda. Como gr(r) < gr(g), devemos ter r = 0.
Portanto, f = qg ∈ Rg. �
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Para concluir que anéis de polinômios skew são exemplos de domı́nios de Ore, resta de-
monstrarmos o resultado abaixo.

Teorema 8. Todo domı́nio de ideais à esqueda principais é um domı́nio de Ore à esquerda.

Demonstração. Seja R um domı́nio de ideais à esquerda principais e sejam a, b ∈ R×. Precisa-
mos mostrar que Ra ∩ Rb 6= {0}. Suponha, por contradição, que Ra ∩ Rb = {0}. Seja I o ideal
à esquerda de R gerado por a e b, isto é, I = Ra + Rb. Por hipótese, existe c ∈ R tal que I = Rc.
Como a ∈ I, temos a = xc, para algum x ∈ R. (Note que x 6= 0, uma vez que a ∈ R×.) Além
disso, por definição de I, existem y, z ∈ R tais que c = ya + zb. Portanto, a = xc = xya + xzb.
Logo, (1− xy)a = xzb ∈ Ra ∩ Rb = {0}. Donde segue xzb = 0 e isso implica z = 0, pois
x 6= 0 e b 6= 0. Porém, nesse caso, terı́amos c = ya ∈ Ra e, assim, b ∈ Rc ⊆ Ra, implicando
0 6= b ∈ Ra ∩ Rb = {0}, o que é impossı́vel. Logo Ra ∩ Rb 6= {0}. �

O corolário abaixo segue imediatamente do Teorema 8 e do Corolário 7.

Corolário 9. Se k é um corpo e σ é um endomorfismo de k, então k[x; σ] é um domı́nio de Ore à
esquerda. �

Um comentário importante é que nem sempre nas condições do Corolário 9 o anel de po-
linômios skew será um domı́nio de Ore à direita. Essa assimetria será explorada na próxima
seção. Uma condição necessária para garantir a assimetria está apresentada abaixo.

Proposição 10. Seja k um corpo e seja σ um endomorfismo de k. Se σ não é sobrejetor, k[x; σ] não é
um domı́nio de Ore à direita.

Demonstração. Denote R = k[x; σ]. Se σ não é sobrejetor, existe γ ∈ k tal que γ 6∈ σ(k).
Mostraremos que xR ∩ γxR = {0}, apesar de x, γx ∈ R×. Suponha que xR ∩ γxR 6= {0}.
Então existem f , g ∈ R tais que x f = γxg 6= 0. Digamos que

f = α0 + α1x + · · ·+ αnxn, com αn 6= 0, e g = β0 + β1x · · ·+ βmxm, com βm 6= 0.

Então
x f = σ(α0)x + σ(α1)x2 + · · ·+ σ(αn)xn+1

e
γxg = γσ(β0)x + γσ(β1)x2 + · · ·+ γσ(βm)xm+1.

Logo, n = m e σ(αn) = γσ(βn) e, portanto, γ = σ(αnβ−1
n ) ∈ σ(k), o que é uma contradição.

Logo, xR ∩ γxR = {0} e, assim, R não é um domı́nio de Ore à direita. �

Na realidade, a sobrejetividade de σ na proposição acima é condição necessária e suficiente
para que k[x; σ] seja um domı́nio de ideais à direita principais (veja [16, Proposition 1.1.14] ou
[7, Theorem 5.8]).

Abaixo veremos alguns exemplos historicamente importantes de construções baseadas em
extensões de Ore.

Exemplos. (1) Seja C o corpo dos números complexos e seja τ : α+ βi 7→ α− βi a conjugação
complexa (α, β ∈ R). O polinômio 1 + x2 ∈ C[x; τ] é central (isto é, comuta com todos
os elementos de C[x; τ]), assim, o ideal à esquerda (1 + x2)C[x; τ] é um ideal bilateral e
existe um isomorfismo de anéis

C[x; τ]

(1 + x2)C[x; τ]
∼= HR.

(2) Seja Q o corpo dos números racionais e considere o endomorfismo σ do corpo das
funções racionais Q(t) definido por σ(h(t)) = h(2t), para todo h(t) ∈ Q(t). D. Hilbert
em 1899 usa um “completamento” (em um certo sentido que não será precisado aqui)
do anel com divisão de frações de Q(t)[x; σ] para produzir o primeiro exemplo de um
anel com divisão ordenado que não fosse comutativo. (Ver [6] para outros comentários
sobre o desenvolvimento histórico da teoria de anéis com divisão.)
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(3) Em ambos os exemplos acima consideramos anéis de polinômios skew que envolvem
endomorfismos sobrejetores. Seja k um corpo qualquer (por exemplo, k = Q) e con-
sidere o endomorfismo η de do corpo k(t) das frações racionais sobre k dado por
η
(
h(t)

)
= h(t2), para todo h(t) ∈ k(t). Então η não é sobrejetor e, portanto, k(t)[x; η]

é um exemplo de um domı́nio de Ore à esquerda que não é um domı́nio de Ore à di-
reita. Consideraremos esse anel de polinômios skew novamente quando tratarmos de
construir um corpo de frações da álgebra associativa livre na Seção 5.

Exercı́cio 7. Seja k um corpo e seja k(t) o corpo das frações racionais sobre k, isto é,

k(t) =
{

f (t)
g(t)

: f (t), g(t) ∈ k[t], g(t) 6= 0
}

.

Mostre que a função
η : k(t) −→ k(t)

f (t)
g(t)

7−→ f (t2)

g(t2)

é um homomorfismo que não é sobrejetor. (Sugestão: Utilize um argumento sobre os graus para
mostrar que não existem polinômios f (t), g(t) ∈ k[t], com g(t) 6= 0, tais que f (t2) = tg(t2) e
conclua que t 6∈ η(k(t)).)

4. A ÁLGEBRA ASSOCIATIVA LIVRE

Apresentaremos nesta seção um importante exemplo de um domı́nio que não é um domı́nio
de Ore, a álgebra associativa livre.

Nesta seção k sempre denotará um corpo.
Sejam u, v duas indeterminadas, ou letras, como as chamaremos de agora em diante. Consi-

dere o conjunto
M =

{
z1 . . . zk : k ≥ 0, zi ∈ {u, v}

}
formado por todas as sequências finitas de elementos do conjunto {u, v}. Ou seja, M é o
conjunto de todas as palavras nas letras u e v, incluindo a palavra vazia, que será denotada
por e. Se m = z1 . . . zk ∈ M, chamamos k de comprimento de m e escrevemos cpt(m) = k; por
definição, cpt(e) = 0. Existe uma operação binária associativa ∗ em M dada por justaposição
de palavras: se m = z1 . . . zk e n = w1 . . . ws, então

m ∗ n = z1 . . . zkw1 . . . ws.

A álgebra associativa livre nas indeterminadas u e v sobre k é o conjunto k〈u, v〉 formado por
todas as combinações lineares de elementos de M com coeficientes em k, isto é,

k〈u, v〉 =
{

∑
m∈M

αmm : m ∈ M, αm ∈ k e {m ∈ M : αm 6= 0} é finito

}
.

Está subentendido nesta definição que os elementos de M são linearmente independentes so-
bre k, ou, dito de outra maneira, dados f = ∑m∈M αmm, g = ∑m∈M βmm, temos f = g se, e
somente se, αm = βm, para todo m ∈ M.

Se f = ∑m∈M αmm ∈ k〈u, v〉, o conjunto {m ∈ M : αm 6= 0} é usualmente chamado de
suporte de f e é denotado por sup( f ).

Assim, os elementos de k〈u, v〉 nada mais são do que polinômios com coeficientes do corpo
k nas indeterminadas não comutativas u e v. Definimos em k〈u, v〉 operações binárias de adição
de multiplicação de modo a dotar k〈u, v〉 de uma estrutura de anel. A adição é definida por
adição de coeficientes correspondentes, isto é,

∑
m∈M

αmm + ∑
m∈M

βmm = ∑
m∈M

(αm + βm)m.
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E a multiplicação é definida por distributividade a partir da seguinte regra de multiplicação
de elementos com um único termo:

αm · βn = (αβ)(m ∗ n),

para todos α, β ∈ k e m, n ∈ M.

Exercı́cio 8. Mostre que com as operações definidas acima, k〈u, v〉 é um anel (associativo)
com unidade 1e, que não é comutativo, uma vez que uv 6= vu. Mostre que a função k →
k〈u, v〉, a 7→ ae, é um homomorfismo injetor.

Deste ponto em diante, quando for conveniente, identificaremos k com sua imagem em
k〈u, v〉 por intermédio do homomorfismo injetor mencionado no exercı́cio acima. Em particu-
lar, o elemento identidade de k〈u, v〉 será identificado com 1 ∈ k.

O anel k〈u, v〉 também é dotado de uma função grau gr : k〈u, v〉 → N ∪ {−∞}, definida da
seguinte maneira,

gr( f ) =

{
max{cpt(m) : m ∈ sup( f )} se f 6= 0,
−∞ se f = 0.

Por exemplo, gr(1 + u− uv + vu + vu2) = 3.

Exercı́cio 9. Mostre que a função gr : k〈u, v〉 → N ∪ {−∞} definida acima tem as seguintes
propriedades: para todos f , g ∈ k〈u, v〉,

(i) gr( f + g) ≤ max{gr( f ), gr(g)},
(ii) gr( f g) = gr( f ) + gr(g).

Como vimos na seção anterior, a condição (ii) do exercı́cio acima garante que k〈u, v〉 é um
domı́nio. Porém k〈u, v〉 não é um domı́nio de Ore à esquerda, nem à direita, pois é claro que
uk〈u, v〉 ∩ vk〈u, v〉 = {0} e k〈u, v〉u ∩ k〈u, v〉v = {0}.

Há duas outras propriedades satisfeitas pela álgebra livre que serão utilizadas mais adiante
e estão enunciadas abaixo.

Lema 11. Todo elemento de k〈u, v〉 se escreve de maneira única na forma

α + ug + vh,

onde α ∈ k, g, h ∈ k〈u, v〉.

Demonstração. Dado f = ∑m∈M αmm, seja g = ∑m∈M αumm e seja h = ∑m∈M αvmm. Então,
f = αe + ug + vh. A unicidade segue da unicidade da decomposição de f como soma de
múltiplos escalares dos elementos de M. �

De modo simétrico, também temos decomposição única de elementos de k〈u, v〉 na forma
β + g′u + h′v, com β ∈ k e g′, h′ ∈ k〈u, v〉.

No Exercı́cio 8, vimos que existe um homomorfismo µ : k→ k〈u, v〉, definido por µ(α) = αe,
para todo α ∈ k. É fácil ver que µ(α) f = f µ(α), para todos α ∈ k e f ∈ k〈u, v〉. Isso faz de
k〈u, v〉 uma k-álgebra, conforme a definição abaixo.

Definição. Um anel R dado com um homomorfismo µ : k → R tal que µ(α)r = rµ(α), para
todos α ∈ k e r ∈ R é chamado uma k-álgebra. Se R e S são k-álgebras com homomorfismos
µR : k → R e µS : k → S, dizemos que um homomorfismo de anéis φ : R → S é um homomor-
fismo de k-álgebras se φµR = µS.

Exercı́cio 10. Seja R uma k-álgebra. Mostre que se R for um domı́nio de Ore à direita, então
existe uma estrutura natural de k-álgebra em Qd(R) com respeito à qual a imersão canônica
λ : R→ Qd(R) é um homomorfismo de k-álgebras.

Lema 12. Se R é uma k-álgebra e ι : {u, v} → R é uma função, então existe um único homomorfismo
de k-álgebras φ : k〈u, v〉 → R tal que φ(u) = ι(u) e φ(v) = ι(v).
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Demonstração. Defina uma função ῑ : M → R da seguinte maneira, ῑ(e) = 1 e ῑ(z1 . . . zr) =
ι(z1) . . . ι(zk). Seja µR : k → R o homomorfismo que dota R de uma estrutura de k-álgebra.
Então, a função φ : k〈u, v〉 → R dada por

φ

(
∑

m∈M
αmm

)
= ∑

m∈M
µR(αm)ῑ(m)

é um homomorfismo de álgebras com a propriedade desejada. (Verifique essa afirmação.)
Além disso, qualquer outro homomorfismo de álgebras k〈u, v〉 → R que coincide com φ nos
elementos u e v coincidirá também nos elementos de M e, portanto, em todos os elementos de
k〈u, v〉. �

Observação. O anel k〈u, v〉 é também chamado de k-álgebra livre de posto 2, pois o conjunto
de letras {u, v} tem dois elementos. Poderı́amos considerar álgebras livres cujos elementos
são combinações lineares sobre k de palavras formadas por letras de um alfabeto de tamanho
arbitrário (infinito, até) e o posto da álgebra livre seria, então, a cardinalidade desse alfabeto.
Assim, a álgebra livre de posto 1 é justamente o anel de polinômios em uma indeterminada
sobre k. Essa é a única álgebra livre comutativa. Existem versões dos Lemas 11 e 12 para
álgebras livres de postos arbitrários.

5. CORPOS DE FRAÇÕES DA ÁLGEBRA ASSOCIATIVA LIVRE

Como vimos na seção anterior, a álgebra livre k〈u, v〉 não é um domı́nio de Ore. Nesta seção
veremos que, ainda assim, k〈u, v〉 tem um anel com divisão de frações.

Começaremos com um critério para identificar álgebras livres como subálgebras de outros
anéis.

Definição. Seja R um anel e seja S um subanel de R. Dados a1, . . . , an ∈ R, diremos que o
conjunto {a1, . . . , an} é linearmente independente à direita sobre S se para todos b1, . . . , bn ∈ S,
a1b1 + · · · + anbn = 0 implicar b1 = · · · = bn = 0. O conjunto {a1, . . . , an} é linearmente
dependente à direita sobre S se não for linearmente independente à direita sobre S.

Exercı́cio 11. Seja R um domı́nio. Mostre que R é um domı́nio de Ore à direita se, e somente se,
para todos a, b ∈ R, o conjunto {a, b} for linearmente dependente à direita sobre R.

O critério abaixo foi obtido por A. V. Jategaonkar em 1969.

Lema 13. Seja k um corpo e seja R uma k-álgebra. Sejam a, b ∈ R. Se {a, b} é linearmente indepen-
dente à direita sobre R, então existe um homomorfismo injetor de k-álgebras φ : k〈u, v〉 → R tal que
φ(u) = a e φ(v) = b.

Demonstração. Pelo Lema 12, existe um único homomorfismo de k-álgebras φ : k〈u, v〉 → R
que satisfaz φ(u) = a e φ(v) = b. Mostremos que φ é injetor. Suponha, por absurdo, que
ker φ 6= {0} e tome f ∈ ker φ, f 6= 0, de grau mı́nimo n, digamos. Pelo Lema 11, podemos
escrever f na forma f = α+ ug+ vh, com α ∈ k, g, h ∈ k〈u, v〉. Se g = h = 0, terı́amos µR(α) =
φ( f ) = 0, onde µR : k → R denota o homorfismo que define a estrutura de k-álgebra em R.
Como µR é injetor (pois tem como domı́nio um corpo), seguiria α = 0, o que é impossı́vel, pois
f 6= 0. Assuma, assim, que g 6= 0, por exemplo. (O argumento é análogo se h 6= 0.) Temos,
portanto,

0 = φ( f )φ(v) = φ( f v) = φ(αv + ugv + vhv)

= φ
(
u(gv) + v(α + hv)

)
= aφ(gv) + bφ(α + hv).

Como {a, b} é linearmente independente à direita sobre R segue, em particular, que φ(gv) = 0.
Novamente, sejam β ∈ k e p, q ∈ k〈u, v〉 tais que g = β + up + vq. Temos

0 = φ(gv) = φ(βv + upv + vqv) = aφ(pv) + bφ(β + qv).

Assim, pv, β + qv ∈ ker φ. Como gr(g) ≤ n − 1, segue gr(p), gr(q) ≤ n − 2 e, portatnto
gr(pv), gr(β + qv) ≤ n− 1. Pela minimalidade do grau de f , temos, necessariamente, pv = 0
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e β + qv = 0. A unicidade do Lema 11 garante, portanto, que β = 0 e p = q = 0. Daı́ segue
g = 0, uma contradição.

Portanto, φ é injetor. �

Um domı́nio R que não é um domı́nio de Ore à direita contém, pelo Exercı́cio 11, um par de
elementos {a, b} que é linearmente independente à direita sobre R. O Lema 13 tem, assim, a
seguinte consequência.

Corolário 14. Seja k um corpo e seja R uma k-álgebra que é um domı́nio, mas que não é um domı́nio
de Ore à direita. Então existe um homomorfismo injetor de k-álgebras k〈u, v〉 → R. �

De posse do resultado acima, Jategaonkar observa que uma k-álgebra que é domı́nio de Ore
à esquerda R, mas não é um domı́nio de Ore à direita fornece uma imersão da álgebra livre
k〈u, v〉 em um anel com divisão, dada pela composição

k〈u, v〉 ↪→ R ↪→ Qe(R),

onde o primeiro homomorfismo existe pelo Corolário 14 e o segundo, pelo Teorema 5. Um
exemplo de uma tal álgebra foi visto na Seção 3: o endomorfismo σ do corpo das frações
racionais k(t) sobre k que satisfaz σ(t) = t2 não é sobrejetor. Logo R = k(t)[x; σ] é uma k-
álgebra (verfique essa afirmação) que é um domı́nio de Ore à esquerda mas não é um domı́nio
de Ore à direita. Portanto, existe um homomorfismo injetor k〈u, v〉 → Qe

(
k(t)[x; σ]

)
.

A construção de uma imersão da álgebra livre em um anel com divisão pelo método de
Jategaonkar tem antecedentes históricos. A primeira construção de um anel com divisão que
contém um subanel isomorfo a uma álgebra livre foi apresentada por R. Moufang em 1937,
porém seu método era diferente (cf. [6]).

6. A NÃO UNICIDADE DO CORPO DE FRAÇÕES DA ÁLGEBRA LIVRE

Lembremos que um anel com divisão D é um anel com divisão de frações de um anel R se
existir um homomorfismo injetor ρ : R→ D tal que D seja gerado, como anel com divisão, por
ρ(R), isto é, tal que seja D o menor subanel com divisão de D que contém ρ(R). (Já tı́nhamos
encontrado essa definição na Seção 2, quando mostramos que se R é um domı́nio de Ore à
direita, então Qd(R) é um anel com divisão de frações de R.) Assim, um anel R tem um anel
com divisão de frações se, e somente se, existir um homomorfismo injetor de R em um anel
com divisão. É claro que ser um domı́nio é condição necessária para um anel ter um anel com
divisão de frações. Também já fora mencionado na Seção 2 que essa condição não é suficiente
no caso não comutativo.

Diremos que dois anéis com divisão (ρ1, D1) e (ρ2, D2) de um anel R são isomorfos se exis-
tir um isomorfismo ϕ : D1 → D2 tal que ϕρ1 = ρ2. Vimos que dois corpos de frações de
um domı́nio de integridade comutativo são sempre isomorfos (Corolário 3) e que dois anéis
com divisão de frações de um domı́nio de Ore (à direita ou à esquerda) são sempre isomorfos
(Exercı́cio 4).

Nesta seção veremos que a álgebra livre k〈u, v〉 tem uma famı́lia infinita de anéis com di-
visão de frações não dois a dois isomorfos. Para tanto faremos uma elaboração da construção
do anel com divisão que contém a álgebra livre visto na seção anterior. As ideias que serão
apresentadas aqui foram propostas pela primeira vez por J. L. Fisher em 1971. Seguiremos a
apresentação de [18, Section 9C].

Comecemos por demonstrar um resultado que em conjunto com o Lema 13 estabelece um
critério de identificação de geradores de uma álgebra livre em anéis de polinômios skew.

Durante o restante desta seção k denotará um corpo.

Lema 15. Seja σ um endomorfismo de k e sejam α, β ∈ k. Se {α, β} é um conjunto linearmente
independente sobre σ(k), então {αx, βx} é linearmente independente à direita sobre k[x; σ].
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Demonstração. Sejam f , g ∈ k[x; σ] tais que αx f + βxg = 0. Devemos mostrar que f = g = 0.
Sejam γ0, . . . , γn, δ0, . . . , δn ∈ k tais que

f = γ0 + · · ·+ γnxn e g = δ0 + · · ·+ δnxn.

(Não exigimos que γn = 0 ou que δn = 0, apenas que as representações de f e g tenham o
mesmo número de termos, o que é sempre possı́vel.) Então

0 = αx f + βxg

=
(
ασ(γ0) + βσ(δ0)

)
x +

(
ασ(γ1) + βσ(δ1)

)
x2

+ · · ·+
(
ασ(γn) + βσ(δn)

)
xn+1.

Portanto, ασ(γi)+ βσ(δi) = 0, para todo i = 0, . . . , n. Como {α, β} é linearmente independente
sobre σ(k), segue σ(γi) = σ(δi) = 0, para todo i = 0, . . . , n. Pela injetividade de σ, obtemos
f = g = 0. �

Seja K = k(t) o corpo das frações racionais sobre k. Para cada inteiro n ≥ 2, denote por σn o
endomorfismo de K que satisfaz σn(t) = tn e seja Rn = K[x; σn] o anel de polinômios skew.

Lema 16. O conjunto {x, tx} ⊆ Rn é linearmente independente à direita sobre Rn.

Demonstração. O conjunto {1, t} ⊆ K é linearmente independente sobre σ(K), pois se existis-
sem f , g, p, q ∈ k[t], g, q 6= 0 tais que

1σ

(
f
g

)
+ tσ

(
p
q

)
= 0,

terı́amos − f (tn)q(tn) = tp(tn)g(tn), o que é impossı́vel se a combinação linear não for trivial,
pois nesse caso, o lado esquerdo da última igualdade teria grau múltiplo de n, enquanto o
lado direito teria grau congruente a 1 módulo n. Segue, portanto, do Lema 15 que {x, tx} é um
subconjunto de Rn linearmente independente à direita sobre Rn. �

Pelo Lema 13, existe um homomorfismo injetor de k-álgebras ρn : k〈u, v〉 → Rn tal que
ρn(u) = x, ρn(v) = tx. Ainda, como Rn é um domı́nio de Ore à esquerda, existe um homomor-
fismo injetor λn : Rn → Dn, onde Dn denota o anel com divisão Qe(Rn) de frações de Rn. Seja
εn = λnρn.

Lema 17. (εn, Dn) é um corpo de frações de k〈u, v〉.

Demonstração. Seja F um subanel com divisão de Dn tal que εn(k〈u, v〉) ⊆ F. Mostremos que
F = Dn. Com efeito,

λn(x) = λnρn(u) = εn(u) ∈ εn(k〈u, v〉) ⊆ F

e

λn(t)λn(x) = λn(tx) = λnρn(v) = εn(v) ∈ εn(k〈u, v〉) ⊆ F.

Portanto, λn(t) =
(
λn(t)λn(x)

)
λn(x)−1 ∈ F, uma vez que F é um anel com divisão e λn(x) 6=

0, pois λn é injetor. Como λn é um homomorfismo de k-álgebras (por ser uma composta de ho-
momorfismos de k-álgebras), segue λn(k(t)) ⊆ F. Portanto, F contém λn(k(t)[x; σ]) e, sendo
um anel com divisão, deve conter Dn. �

Teorema 18. Com a notação acima, se m 6= n, não existe um homomorfismo de anéis ψ : Dm → Dn tal
que ψεm = εn. (E, portanto, (εm, Dm) e (εn, Dn) são corpos de frações de k〈u, v〉 não isomorfos.)
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Demonstração. Para todo inteiro r ≥ 2, temos(
εr(u)−1εr(v)

)r
=
(
λr(x)−1λr(tx)

)r
=
(
λr(x)−1λr(t)λr(x)

)r

= λr(x)−1λr(t)rλr(x) = λr(x)−1λr(trx)

= λr(x)−1λr
(
σr(t)x

)
= λr(x)−1λr(xt)

= λr(x)−1λr(x)λr(t) = λr(t)

= λr(t)λr(x)λr(x)−1 = λr(tx)λr(x)−1

= εr(v)εr(u)−1.

Se existisse um homomorfismo de anéis ψ : Dm → Dn tal que ψεm = εn, terı́amos, portanto,(
εn(u)−1εn(v)

)m
=
(
ψεm(u)−1ψεm(v)

)m
= ψ

((
εm(u)−1εm(v)

)m
)

= ψ
(
εm(v)εm(u)−1) = εn(v)εn(u)−1

=
(
εn(u)−1εn(v)

)n.

Mas lembremos que εn(u)−1εn(v) = λn(x)−1λn(t)λn(x) e, assim,

λn(x)−1λn(t)mλn(x) =
(
λn(x)−1λn(t)λn(x)

)m
=
(
λn(x)−1λn(t)λn(x)

)n

= λn(x)−1λn(t)nλn(x).

Isso implica λn(tm) = λn(tn). Mas como λn é injetor, terı́amos tm = tn em Rn, uma contradição.
�

7. COMENTÁRIOS FINAIS

(1) Mencionamos na Seção 2 que existem domı́nios que não têm anéis com divisão de
frações. O primeiro exemplo foi construı́do por Malcev em 1937 e trata-se de um
domı́nio cujo monóide multiplicativo não pode ser imerso em um grupo. Os detalhes
dessa construção podem ser encontrados, por exemplo, em [18, Section 9B]. Em 1967,
três matemáticos, L. A. Bokut, A. J. Bowtell e A. A. Klein, de maneira independente,
apresentaram exemplos de domı́nios cujos monóides multiplicativos são imersı́veis
em grupos e ainda assim, eles não têm anéis com divisão de frações. Para outros co-
mentários sobre essas construções, ver [5], pp. 486-7.

(2) Não podemos falar em o anel de frações da álgebra livre k〈u, v〉, pois como vimos na
Seção 6, ela tem infinitos anéis com divisão não isomorfos entre si. Porém, como mos-
trou S. A. Amitsur em 1966, existe um anel com divisão de frações de k〈u, v〉, chamado
corpo universal de frações de k〈u, v〉 a partir do qual todos os demais anéis de frações de
k〈u, v〉 podem ser obtidos por “especializações”. O corpo universal de frações de uma
álgebra livre é único a menos de isomorfismos. (Ver [1].)

(3) Nas décadas 1960–70, P. M. Cohn desenvolve a teoria de “anéis de ideais livres” e mos-
tra que todos eles têm corpos universais de frações sobre os quais todas as matrizes
plenas são inversı́veis e, assim, o corpo universal de frações de uma álgebra livre pode
ser obtido por inversão não de elementos mas sim de matrizes. A referência principal
para a teoria de anéis de ideais livres é [5].

(4) Existe uma versão mais geral da construção de anéis de polinômios skew. Seja R um
anel, seja σ um endomorfismo de R e seja δ uma σ-derivação de R, isto é, δ : R → R é
uma função que satisfaz
(a) δ(a + b) = δ(a) + δ(b) e
(b) δ(ab) = σ(a)δ(b) + δ(a)b,

para todos a, b ∈ R. Então o conjunto dos polinômios

R[x; σ, δ] = {a0 + a1x + · · ·+ anxn : n ≥ 0, ai ∈ R}
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tem uma estrutura de anel associativo com unidade com multiplicação satisfazendo

xa = σ(a)x + δ(a), a ∈ R.

Se R for um domı́nio de Ore à esquerda e σ for injetor, R[x; σ, δ] será também um
domı́nio de Ore à esquerda. Além disso, se R for um anel com divisão, então R[x; σ, δ]
será um domı́nio de ideais à esquerda principais, que não é um domı́nio de ideais à
direita principais se σ não for sobrejetor. (Ver, por exemplo, [7, Section 5.2].)

Um exemplo importante de uma álgebra que é um anel de polinômios skew com
derivação é a chamada primeira álgebra de Weyl,

A1(k) = k[t]
[

x; I,
d
dt

]
,

onde k denota um corpo, I : k[t] → k[t] o endomorfismo identidade e d
dt : k[t] → k[t] a

derivada usual no anel de polinômios k[t]. Assim, A1(k) é a k-álgebra gerada por x e
t, sujeitos à relação

xt− tx = 1.
Essa álgebra tem papel de relevância na teoria quântica e foi considerada pela primeira
vez na década de 1920.

Mais recentemente, vários exemplos de grupos quânticos foram construı́dos por
meio de extensões de Ore. (Ver [17].)

(5) Anéis com divisão de frações de domı́nios de Ore são frequentemente anéis com divisão
de dimensão infinita sobre seus centros. Essa é uma das razões pelas quais sabe-se
pouco acerca da estrutura deles. Anéis com divisão de dimensão finita, por outro lado,
são bem mais conhecidos. Para um panorama da história dos anéis com divisão de
dimensão finita, ver [2]. O livro [16] contém uma apresentação bem completa (com
demonstrações) de boa parte da teoria mencionada em [2].

(6) Um exemplo do tipo de dificuldade encontrado na teoria de anéis com divisão de di-
mensão infinita é ilustrado pela seguinte conjectura (proposta por L. Makar-Limanov
em 1984): se D é um anel com divisão de dimensão finita sobre seu centro k e D é finita-
mente gerado como anel com divisão sobre k, então D contém uma subálgebra livre de
posto 2. (Para maiores detalhes sobre esse problema e outros problemas relacionados,
incluindo soluções parciais deles, ver [14] e [3].)

Incluı́mos entre as referências deste texto, além de livros e artigos diretamente citados, ou-
tros trabalhos relacionados com os temas tratados e que podem ser de interesse do leitor.
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